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第 1 章

序論
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1.1 背景

現在,多様な現象をモデル化し,その現象を支配する基礎方程式を導き,それを解析してい
くことによって現象を解析していく研究が多方面でなされている.そのため,連続数学の問
題を解くということはとても重要な位置を占めている.ところが,連数数学の問題を解くこ
とは難しい場合が多い.そこで,計算機を利用して連続数学を解こうとする研究が始まり,そ
れにともなって数値計算の理論,研究に対して多くの人が携わりその結果,順調に発展して
きたといえる.また今日,コンピュータ技術も大幅な発展をし,いまや少し昔の大型計算機が
パソコンとして個人で使える時代となった.

しかし,そのような時代になっても,数値計算には次のような基本問題が残っている.計算
機を用いる数値計算では,それぞれの計算を正確に行わなければならない.しかし,実際に
は,四則演算の結果は丸められ,また,無限演算は全て近似して行われる.つまり,計算結果は
常にある程度の誤差を伴っているということである.そこで,計算結果から正しい結論を得
るためには,この計算結果に含まれている誤差を評価して真の値の範囲を確定することが必
要になる.

従来,数値計算を行っている人々の間ではこの点についてあまり取り上げられることがな
かった.それは,数値計算によって上記のように数学的に正しいことを保証するためには,計
算コストや手間ひまがかかるといった理由のためであろう.

しかし,近年では数値計算の誤差解析の精度を厳密に保証する手法が飛躍的に発達し,多
くの場合,近似解の精度保証が近似解を得る手間の数倍程度で可能であることがわかった.

また,それに加えて計算機の高速化も伴っていくため,近い将来,数値計算において,任意に
精度保証を付加することが日常的になると考えられる.

1.2 本論文の目的

本論文の目的は,楕円型偏微分方程式の解に対する精度保証を行うことである.偏微分方
程式の解の一意存在を証明する代表的な手法として様々な手法が知られている.その中で中
尾先生の方法を用い,今まで研究されていない方程式に適用する.

1.3 本論文の構成

本論文の構成は以下の通りである.第 2章では,本論文で扱う数学的予備知識について述
べる.第 3章では,本論文で扱う方程式について述べ,第 4章では,中尾先生の方法について
述べる.第 5章では,有限要素法について述べる.第 6章では,有限要素法近似の数値実験結
果を示す.第 7章では,精度保証法について述べる.第 8章では,精度保証の数値実験結果を
示す.第 9章では,本論文で作成したプログラムを紹介する.そして,第 10章では,本論文の
総括を行う.
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第 2 章

数学的予備知識
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2.1 はじめに

この章では,中尾先生の方法 [3]で偏微分方程式の精度保証を行う為に用いられる数学的
予備知識について説明する.

2.2 関数解析の予備知識

中尾先生の手法で扱う関数空間を理解するために,以下の定義について記述する.

部分空間¶ ³
ある構造を持った集合Xについて,それを空間と呼ぶとき部分空間とは,その構造を保
つようなXの部分集合あるいは,構造を保つようにXに埋め込まれた別の集合Aのこ
とをいうµ ´
距離空間¶ ³
集合 xの上に 2変数実数値の写像 d,すなわちXの二つの直積X × X 上で定義され次
数に値をとる関数

d : X × X → R : (x, y) → d(x, y)

が定義されていて,x, y, zをXの任意の点としたときに,dが距離の公理とよばれる次の
ような性質

1. 非負性：d(x, y) ≥ 0

2. 同一性 d(x, y) = 0 ⇔ x = y

3. 対称性：d(x, y) = d(y, x)

4. 三角不等式：d(x, y) + d(y, z) ≥ d(x, z)

を満たすならば,dはX上の距離関数であるといい,対 (X, d)を距離空間と呼ぶ.µ ´
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ノルム空間¶ ³
Kを実数体Rまたは複素数体Cとし,K上のベクトル空間 V を考える.このとき任意の
a ∈ Kと任意の u, v ∈ V に対して,

1. 正値性：‖v‖ ≥ 0

2. ‖v‖ = 0 ⇔ v = 0

3. 斉次性：‖av‖ = |a|‖v‖

4. 三角不等式：‖u + v‖ ≤ ‖u‖ + ‖v‖

を満たすような関数 ‖ · ‖ : V → R; x → ‖x‖を V のノルムと呼ぶ.

また,ノルムの定義された空間をノルム空間という.µ ´
不動点定理について理解するために,以下の定義について記述する.

連続¶ ³
連続性は各点の周りで考えられる概念である.一変数関数 f(x)がある点 x0で連続であ
るとは,xが x0に限りなく近づくならば,f(x)が f(x0)に限りなく近づくことをいう.

lim
x→x0

f(x) = f(x0)µ ´
凸集合¶ ³
Cを実,または複素ベクトル空間とする.Cが凸集合であるとは,Cに含まれる任意の x, y

と区間 [0, 1]に含まれる任意の tについて,点 (1 − t)x + tyがCに含まれることを言う.

言い換えれば,xと yを結ぶ線分がCに含まれることである.µ ´
写像¶ ³
集合Aの各元に対してそれぞれ集合Bの元をただひとつずつ指定するような規則 f が
与えられているとき,f をAからBへの写像であるといい,

f : A → B

と表す.また,Aの元 aが f によって Bの元 bに移されるとき,bを f による aの像と呼
び,b = f(a)と表す.µ ´
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全射・単射・全単射¶ ³
f : A → Bについて,f(A) = Bが成り立つとき,f を全射という.また,任意の Aの元
a1, a2に対して,a1 6= a2ならば f(a1) 6= f(a2)が成り立つとき,f を単射という.さらに,

全射で単射な写像のことを全単射という.µ ´
逆写像¶ ³
fをAからBへの全単射とする.f(a) = bによって,bを aに対応させると,fは全射の為,

全ての bがある aに対応していて,f が単射であることからそのような aは一つしかな
いことが分かる.こうして作られる写像を f の逆写像という.µ ´
連続写像¶ ³
また,距離空間Xから距離空間 Y への写像 f がXの各点で連続であるとき,f を連続写
像という.µ ´
同相写像¶ ³
位相空間Aから位相空間Bへの連続写像 f が全単射でその逆写像も連続であるとき,f

を同相写像という.µ ´
埋め込み¶ ³
ある写像 f が単射,連続とする.その像 f(x)に限定すると,f は全単射になるため,逆像
が連続ならば f : X → f(x)は同相写像になる.このとき,f をX から f(x)への埋め込
みという.µ ´
完備・コーシー列¶ ³
無限点列 {xn}∞n=1について

lim
n,m→∞

‖xn − xm‖ = 0

が成立するとき,点列 {xn}∞n=1はコーシー列であるという.

また,距離空間M が完備であるとは,距離空間M におけるいかなるコーシー列もM 内
の点に収束することである.µ ´
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被覆¶ ³
集合 Sに対し,I を添字集合とする Sの部分集合族 {Ui}i⊂I が S =

⊔
i∈I

Uiを満たすとき,

集合族 {Ui}i⊂I を集合 Sの被覆と呼ぶ.

また,添字集合 I が有限集合である場合を有限被覆,Uiが全て開集合である場合を開被
覆,さらに,Vj = Ukとなるような任意の jとある kが J の元となるとき,{Vj|j ∈ J}を
{Ui|i ∈ I}の部分被覆という. 開集合からなる部分被覆を部分開被覆,有限被覆となる
部分被覆を有限部分被覆という.同様に開被覆からなる有限部分被覆は有限部分開被覆
という.µ ´
コンパクト¶ ³
位相空間X の部分集合 Aについて,Aのどんな開被覆にも有限部分被覆が存在すると
き,Aはコンパクトであるという.µ ´
作用素¶ ³
作用素とは,関数空間上の変換,すなわち関数を別の関数にうつす写像のことである.µ ´
コンパクト作用素¶ ³
X,Y をノルム空間とし,Y0 ⊂ Y とする.線形作用素 T : X → Y0について,X の任意の
有界点列 {un}(n = 1, 2, · · · )に対し,それらの部分列 {uni}をうまく選んだとき,点列
{Tuni}(n, i = 1, 2, · · · )が必ずY のある点に収束するとき,T はコンパクト作用素という.µ ´
ニュートン法¶ ³
数値計算の分野において,ニュートン法とは方程式を数値計算によって解くための反復
解法の１つである.方程式に対する条件は領域における微分可能性と２次微分に関する
符号だけであり,方程式系の線形性等は特に要求しない.収束の早さも２次収束なので
古くから数値計算で使用されている.µ ´
直交補空間¶ ³
線形空間 V とその部分空間W に対して,w ∈ W を任意に定めたとき,W の直交補空間
を次のように定義する

W⊥ = {v|(v, w) = 0}µ ´
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2.3 不動点定理

2.3.1 不動点定理について

Xをノルム空間とする.連続写像 T : X → Xに対し Tx = xを満たす x ∈ Xを T の不動
点という.

また,適当な条件の下に不動点の存在を主張する定理を不動点定理という.

不動点定理は方程式 F (x) = 0（ただし,F : X → X は連続とし,x ∈ X とする.）の解の存
在と関係している.なぜなら T = I − F と置けば,xがF (x) = 0の解であることと xが T の
不動点であることとは同値であるからである.

2.3.2 Schauderの不動点定理について

Xをノルム空間とする.SをXのコンパクト凸集合とする.このとき連続写像 T : S → S

は不動点をもつ.

(proof)

kを自然数とし εk = 1
k
と置く.Theorem1より,Sはコンパクトであるから,全有界であり,S

内の点からなる有限 εkネット x1, · · · , xnが存在する.

Theorem 1 Sが距離空間の相対コンパクト集合ならばSは全有界である.したがってコン
パクト集合は全有界である.

このとき,

S ⊆
n⊔

i=1

B(xi, εk), B(xi, εk) = {x ∈ X|‖x − xi‖ < εk}

ここで

Sk =

{
n∑

i=1

λixi|λi ≥ 0 ∀i,
n∑

i=1

λi = 1

}

φi(x) =

{
εk − ‖x − xi‖ (x ∈ B(xi, εk))

0 (x /∈ B(xi, εk))

と置けば,
n∑

i=1

φi(x) > 0 (x ∈ S)

となる.さらに,

µ = φi(x)/
n∑

i=1

φj(x) (i = 1, 2, · · · , n)

10



Pk(x) =
n∑

i=1

µixi (x ∈ S)

と置くことにより,写像 Pk : S → Skが定義される.φ1, · · · , φnは xの連続関数であるから
Pkは S上連続である.したがって

PkT : S → Sk

も連続である.Sk ⊂ Sであるから,PkT の Sk上への制限を Φとすれば,Φ : Sk → Skは連続
かつ Skは有限次元空間内の有界閉凸集合である.ゆえに,Theorem2によって Φは Sk内に
不動点 ykを持つ.

Theorem 2 Rnの有界閉凸集合をDとするとき,連続写像 T : D → Dは不動点をもつ.

このとき {yk}は S内の点列で Sはコンパクトと仮定しているから,Sの元に収束する部分
列 {ykj}∞j=1を含む.その収束先を yとすれば yは T の不動点である.以下にこのことを示す.

x ∈ Sならば

Pkx − x =
n∑

i=1

µixi − x =
n∑

i=1

µi(xi − x)

‖Pkx − x‖ ≤
n∑

i=1

µi‖xi − x‖εk

n∑
i=1

µi = εk

ゆえに
‖Ty − y‖ ≤ ‖Ty − Tykj‖ + ‖Tykj − ykj‖ + ‖ykj − y‖

= ‖Ty − Tykj‖ + ‖Tykj − Φykj‖ + ‖ykj − y‖
= ‖Ty − Tykj‖ + ‖Tykj − PkjTykj‖ + ‖ykj − y‖
< ‖Ty − Tykj‖ + εkj + ‖ykj − y‖ → 0 (j → ∞)

よってｗ,Ty = yとなって y ∈ Sは T の不動点である.

2.4 浮動小数点数

IEEE754 に基づく浮動小数点数システムは，浮動小数点数の集合とその上の演算によっ
て定義される．IEEE754 によって規定される浮動小数点数としては，規格化二進浮動小数
点数，零，非規格化二進浮動小数点数，NaN の 4 つのタイプの数が用意されている．

規格化二進浮動小数点数

a = ±
(

1

2
+

d2

22
+

d3

23
+ · · · + dN

2N

)
× 2e, di = 0 or 1

と書ける数をいう．emin を負の整数，emax を正の整数として，e は emin ≤ e ≤ emax とな
る整数である．

m = ±
(

1

2
+

d2

22
+

d3

23
+ · · · + dN

2N

)
11



を符号付き仮数（signed mantissa）といい，e を指数（exponent）という．指数 e も二進
数で表される．通常，単精度（4 byte = 32 bit），倍精度（8 byte = 64 bit），拡張倍精度
（16 byte = 128 bit）の浮動小数点システムがあるが，それらは次のような浮動小数点シス
テムである．

N = 24, −126 ≤ e ≤ 127

N = 53, −1022 ≤ e ≤ 1023

N = 64, −16382 ≤ e ≤ 16383

ただし，拡張倍精度浮動小数点数は標準化されておらず，コンピュータによって異なる．し
たがって本論文では，特に断ることのない限り，浮動小数点数といえば，倍精度浮動小数
点のことである．
規格化二進浮動小数点システムにおいて表される数の絶対値の最大値は

xmax =

(
1

2
+

1

22
+

1

23
+ · · · + 1

2N

)
× 2emax

であり，その最小値は

xmin =
1

2
× 2emin

である．倍精度ではそれぞれ(
1

2
+

1

22
+

1

23
+ · · · + 1

253

)
× 21023 = 1.79769 · · · × 10308

1

2
× 2−1022 = 2.22507 · · · × 10−308

である．|x| > xmax のときにオーバ―フロー（overflow）が生じたという．
倍精度浮動小数点数においては，仮数部が 53ビットであるから

2−53 = 1.110223 · · · × 10−16

より倍精度浮動小数点数は十進法で約 16桁の精度がある．

零
零は規格化され

+

(
0

2
+

0

22
+

0

23
+ · · · + 0

2N

)
× 2emin

と表される．

非規格化二進浮動小数点数
IEEE754 では，浮動小数点数は指数部が emin となったとき，仮数部の最初の桁が 1よ
り小さい数を表すために，デフォルトで最初の桁を 1とすることをやめ，ここが 0となる

12



数を置くことを許す規格となっている．これを，非規格化数（denormalized number）とい
う．非規格化数の範囲に数が入ることを漸化アンダーフロー（gradual underflow）という．
このような非規格化浮動小数点数の正で最も小さな数は

2−1074 = 4.940656 · · · × 10−324

これ以下の数になると，アンダーフロー（underflow）が生じたという．

NaN

この他に，IEEE 754 では次のような特別な数が用意されている．

• NaN（Not a Number）は
√
−5,

∞
∞

, +∞, + (−∞) などの不当な演算の結果として得

られる．

• ±∞ はオーバーフローの結果や零で割った結果として得られる．

• ±0 はアンダーフローから ±∞ での割り算の結果として得られる．

本論文では，以上の四つのタイプの数のうち NaN を除いたもの，すなわち規格化浮動
小数点数，零，非規格化浮動小数点数の集合を F で表す．F の要素の数は有限個で，区間
[−xmax, xmax] の上に原点対称に分布する．実数 x が与えられた時，それを挟む二つの浮動
小数点数の距離を ulp(x) で表す．ulp は unit in the last place のことである．

2.5 浮動小数点数への丸めと四則演算

IEEE 754 では，浮動小数点数の集合 F 上での演算は丸めを用いて定義されている．
また，次の四つの丸めのモードを指定できるように，コンピュータが設計されているこ
とを要請している．これは，ほとんどすべてのコンピュータで実現されている．c を実数
とする．

• 上向きの丸め（round upward） 4 : R → F
c 以上の浮動小数点数の中で最も小さい数に丸める．

• 下向きの丸め（round downward） 5 : R → F
c 以下の浮動小数点数の中で最も大きい数に丸める．

• 最近点への丸め（round to nearest） ¤ : R → F
c に最も近い浮動小数点数に丸める．もしも，このような点が 2点ある場合は，
仮数部の最終ビットが偶数である浮動小数点に丸める．これを偶数への丸めという．

• 切り捨て（round toward 0）
絶対値が c 以下の浮動小数点数の中で最も c に近いものに丸める．

13



丸めの演算を写像として © : R → F と書く．すなわち，© は 4，5，¤ のいずれかと
考える．IEEE 754 では，丸めの演算はつぎの条件をみたすことが要請されている．

© x = x (任意の x ∈ F について)

x ≤ y =⇒ ©x ≤ ©y (任意の x, y ∈ R について)

また，x ∈ F のとき，符号を変えることにより，−x や |x| が得られるので，これらは正
確に計算される．

IEEE 754 では，次の性質が成立することも要請されている．

¤ (−x) = −¤x (任意の x ∈ R について)

4 (−x) = −4x (任意の x ∈ R について)

5 (−x) = −5 x (任意の x ∈ R について)

IEEE 754 では，浮動小数点数演算（F 上での四則演算）は丸めとの関係により次のよう
に定義されている．· ∈ {+,−,×, /}，© ∈ {4,5, ¤} のとき，

x
⊙

y = © (x · y) (任意の x, y ∈ R について)

この式は，左辺の浮動小数点数の四則演算の結果 x
⊙

y は，右辺の数学的に正しい実数と
しての四則演算の結果 x · y を指定された丸めを行なって得られた数 © (x · y) に一致する
ように計算する規格を表している．
また，平方根も (√

x
)

fp
= ©

(√
x
)

(任意の x ∈ F について)

と，浮動小数点演算によって計算された (
√

x)fp は，正確な実数演算で計算された平方根√
xで指定された丸めの方向へ丸めた数となる規格である．注意すべきことは，指数関数や
三角関数などはこのような規格をみたすようには規格されていないことである．これは，こ
れら初等関数の値を精度保証付きで求めるためには別途工夫が必要であることを意味する．
また，十進数を二進数に変換すすること，また，その逆の変換をすることは，しばしば
数値計算で必要となる．IEEE 754 では，そのような基数の変換に関する規定もあるが，精
度保証の観点からでは，それは不十分である．
十進数整数は二進整数へ誤差無しで変換できること，および十進小数を二進小数へ変換
すると誤差が生じることに注意する．

2.6 関数空間の定義

mを非負整数とし,Ω ⊂ R2を有界領域とする.本論文が扱う関数空間,L2(Ω), Hm(Ω), H1
0 (Ω)

は標準的なものをつかう.すなわち

L2(Ω) := {v|
∫

Ω

|v|2dxdy < ∞},

Hm(Ω) := {v ∈ L2(Ω)|∂αv ∈ L2(Ω), |α| ≤ m},
H1

0 (Ω) := {v ∈ H1(Ω)|v = 0 on ∂Ω}.
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H1
0 (Ω)の内積を

(u, v)H1
0

:= (∇u,∇v) u, v ∈ H1
0 (Ω)

と定義する.ここで,

(∇u,∇v) =

∫
Ω

(∂xu∂xv + ∂yu∂yv)dxdy.

とおいた.このとき,H1
0 (Ω)がノルム空間になることはよく知られている.

また Shとしてパラメータ hに依存するH1
0 (Ω)の有限次元部分空間とし,S⊥

h を Shの直交
補空間,すなわち

S⊥
h = {v ∈ H1

0 (Ω)|(v, u)H1
0

= 0 ∀u ∈ Sh}

とする.さらに射影 PhをH1
0 (Ω)から Shへの射影とする.
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第 3 章

本論文で扱う方程式
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3.1 はじめに

この章では,本論文で扱う楕円型偏微分方程式を紹介する.中尾先生の方法により,これま
で扱われていなかった偏微分方程式について考える.

3.2 楕円型偏微分方程式

3.2.1 楕円型方程式

二階線形偏微分方程式の分類において,ラプラシアンを含み,時間についての偏微分を含
まない方程式の総称である.各係数の関係式により,他に放物線型や双曲線型がある.

3.2.2 Poisson方程式

Poisson方程式とは,ラプラシアン∆とある関数 f を用いて書かれる偏微分方程式の総称
であり,∆u = f(u)の形をとる.また,偏微分方程式の分類において楕円型方程式の代表例と
いえる.

3.2.3 扱う方程式

Ω = (0, 1) × (0, 1)に対して,次の非線形楕円型偏微分方程式を考える:{
−∆u + u = f(u) in Ω,

u = 0 on ∂Ω.
(3.1)

ここで,

∆ = ∂2
x + ∂2

y

Ω = (0, 1) × (0, 1)

f = (8π2 + 1) sin 2πx sin 2πy

である.
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第 4 章

中尾先生の方法
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4.1 はじめに

この章では,偏微分方程式の解に対する精度保証の手法の一つである,中尾先生の方法に
ついて説明する.

4.2 基本的な理論

対象とする方程式を不動点形式に変換し,真の解を含む可能性のある関数の集合を適切に
設定した上で,Schauderの不動点定理を適用する.そして,解の存在範囲を数学的に得ること
を目指す.

4.3 概要

4.3.1 近似解と誤差

次の方程式について考える. {
−∆u = f(u) in Ω,

u = 0 on ∂Ω.
(4.1)

ここで,有限要素法を用いて,

(∇uh,∇φh) = (f(uh), φh)
∀φh ∈ Sh

を満たす 4.1の有限要素近似解 uh ∈ Shを見つける.

このとき uhは {
−∆û = f(uh) in Ω,

û = 0 on ∂Ω.
(4.2)

の解 ûの ShへのH1
0 射影となっている.すなわち,

uh = Phû,

(∇û −∇uh,∇φh) = 0 ∀φh ∈ Sh.

よって 4.1,4.2より {
−∆(u − û) = f(u) − f(uh) in Ω,

u − û = 0 on ∂Ω.
(4.3)

となる.ここで
w = u − û
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とおくと {
−∆w = f(û + w) − f(uh) in Ω,

w = 0 on ∂Ω.
(4.4)

と書ける.つまり 4.1を解く代わりに 4.4を解くことを考える.

4.3.2 不動点定理の導出

ここで一つ補助定理を紹介する.

¶ ³
Lemma 1

任意の ψ ∈ L2(Ω)に対して,

−∆φ = ψ in Ω

φ = 0 on ∂Ω

を満たすような φ ∈ H2(Ω) ∩ H1
0 (Ω)が一意に存在することが知られている.µ ´

このときの ψ ∈ L2(Ω)に対して,φ ≡ Aψと定義する.

A : L2(Ω) → H1
0 (Ω) ∩ H2(Ω)

であるが,埋め込みH2(Ω) ↪→ H1
0 (Ω)は compactなので,

A : L2(Ω) → H1
0 (Ω) compact

となる.いま,非線形作用素 F を

F (w) ≡ A(f(û + w) − f(uh))

として定義すれば F はH1
0 (Ω)からH1

0 (Ω)への compact作用素となる.

これにより

w = F (w) (4.5)

と書ける.

4.3.3 解の存在の証明

4.5を次のように有限次元の部分と無限次元の部分に分けて考える.

Phw = PhF (w)

(I − Ph)w = (I − Ph)F (w) (4.6)
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4.6の上の式にNewton Methodを用い,それを PhN(w)とおく,すなわち

PhN(w) ≡ Phw − [Ph − PhF
′(uh)]

−1(Phw − PhF (w))

と定義する.

ここで,PhN(w)に現れる作用素の仮定をしておく.

¶ ³
Assumption　 1

F ′(uh)を F の uhでの Frechet微分とするとき,写像 (Ph − PhF
′(uh)) : H1

0 (Ω) → Shを
Shに制限したものは逆作用素 [Ph − PhF

′(uh)]
−1 : Sh → Shをもつ.

µ ´
これは (∇(Ph − PhF

′(uh))φi,∇φj)が可逆であることが必要十分条件であることを意味して
いる.

いま作用素 T を
T (w) ≡ PhN(w) + (I − Ph)F (w)

と定義すると,次の Propositionが成り立つ.¶ ³
Proposition 1

w = T (w) ⇔ w = F (w)µ ´
(proof)

w = T (w)より, {
wh = PhN(w)

w⊥
h = (I − Ph)F (w)

となるwh ∈ Sh, w
⊥
h ∈ S⊥

h が一意に存在し,w = wh + w⊥
h と書ける.すると,上式より,

wh = Phw − [Ph − PhF
′(uh)]

−1(Phw − PhF (w))

よって,

Phw = PhF (w)

したがって,

w = wh + w⊥
h

= Phw + w⊥
h

= PhF (w) + (I − Ph)F (w)

= F (w)
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となる.

Schauderの不動点定理より

T (W ) ≡ {T (w)|w ∈ W} ⊂ W

となるH1
0 (Ω)の有界凸閉部分集合W が見つかれば 4.5を満たす T (W )の元 wが一意に存

在することが言える.

4.3.4 計算機での表現

そこで,T (W ) ⊂ W なるW ⊂ H1
0 (Ω)をどのようにして計算機内で表現するか考える.作用

素 T (w)の構成に着目して無限次元であるW を有限次元の部分Shと無限次元の部分S⊥
h に

分ける.すなわち
W = Wh ⊕ W⊥

h

Wh ⊂ Sh W⊥
h ⊂ S⊥

h

となる.

そして,このときの検証条件は

T (W ) = PhN(W ) ⊕ (I − Ph)F (W )

⊂ Wh ⊕ W⊥
h

= W

となればよいので,

PhN(W ) ⊂ Wh

(I − Ph)F (W ) ⊂ W⊥
h

であることが示せればよい.

22



第 5 章

有限要素法
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5.1 はじめに

この章では有限要素法による近似解の求め方について説明する.有限要素法は誤差解析が
知られており精度保証ができるため,解析学において有限差分法と並びよく使われている.

5.2 有限要素法の考え方

1¶ ³
微分方程式がある領域で境界条件などと共に与えられている.µ ´

↓

2¶ ³
微分方程式に重み関数をかけて領域で積分するµ ´

↓

3¶ ³
領域を有限要素に分割し,有限要素集合体としてモデル化する.µ ´

↓

4¶ ³
各有限要素内において,近似解（及び重み関数の近似）の形を定める.関数は要素ごと
に半独立で,節点パラメータを考慮することにより,領域全体での連続性や基本境界条
件の近似が保証される.µ ´

↓

5¶ ³
弱形式に対する各要素からの寄与分を計算する.通常はマトリックスやベクトルの形に
整理する.µ ´

↓

6¶ ³
上で求めた寄与分組み合わせて,全体の近似方程式を作成する.µ ´

↓
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7¶ ³
得られた方程式を解けば未知の節点パラメータ値が決定され, したがって近似関数が求
められる.µ ´

5.3 2次元有限要素法

5.3.1 近似関数の構成

Ω : 2次元領域
Γ = ∂Ω : 境界 (Γ1 ∪ Γ2)

f : Ω上の与えられた関数
g1 : Γ1上の与えられた関数

に対して次の方程式を考える. 
−∆u = f in Ω,

u = g1 on Γ1,
∂u
∂ν

= 0 on Γ2.

このとき,

∆ = ∂2
x + ∂2

y , ∂ν:外向き法線方向微分.

そして,次を定義する.

〈u, v〉 =

∫ ∫
Ω

5u · 5vdxdy

(u, v) =

∫ ∫
Ω

5uvdxdy

ここで,

〈u, v〉 = (u, v)

∀v ∈ S = {v ∈ H1(Ω)|v = 0 a.e. onΓ1}

を満たす u ∈ H1(Ω), u = g1 a.e. onΓ1となるものを求めたい.

5.3.2 有限要素分割

様々な方法があるが,ここでは三角形要素による分割を考える.重なったり隙間ができな
いように,さらに,頂点が他の要素の辺上にこないようように分割しなければならない.

ここで,次のような三角形有限要素 eを考える.

• 3頂点を節点とする.ここでは (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3)をそれぞれ 1∗, 2∗, 3∗で表す.
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• 節点上で近似関数値を考え,その値を各要素でんお補間パラメータとして用いる.

• 全節点に対する通い番号と各要素ごとの局所的な番号とを考え,その対応を表にする.

α1, α2, α3をパラメータとすると要素 e内における近似関数 ûの形は

û = α1 + α2x + α3y

となる.また,隣接要素間で ûは連続であるため,各節点の ûの値 uiは要素間で共通である.

そして,eと e′で共通に ui, ujを用いれば,辺上での ûの表現は一致する.

ui = α1 + α2xi + α3yi

i = 1, 2, 3 局所番号

ここで以下の式が成り立つ.  1 x1 y1

1 x2 y2

1 x3 y3


 α1

α2

α3

 =

 u1

u2

u3



⇔

 α1

α2

α3

 =
1∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 y1

1 x2 y2

1 x3 y3

∣∣∣∣∣∣∣

 x2y3 − y3x2 x3y1 − x1y3 x1y2 − x2y1

y2 − y3 y3 − y1 y1 − y2

x3 − x2 x1 − x3 x2 − x1


 u1

u2

i3



ここで, D =

∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 y1

1 x2 y2

1 x3 y3

∣∣∣∣∣∣∣は eの面積の 2倍であり,

D = x1(y2 − y3) + x2(y3 − y1) + x3(y1 − y2)

ここで,

a∗
i = xjyk − xkyj, b

∗
i = yj − yk, c

∗
i = xk − xj

ai =
a∗

i

D
, bi =

b∗i
D

, ci =
c∗i
D

とし,また,(i, j, k) = (1, 2, 3)の偶置換とする.さらに,

û =
3∑

i=1

(ai + bix + ciy)ui =
3∑

i=1

Liui

となり,(L1, L2, L3)を点 (x, y)の面積座標という.
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5.3.3 面積座標について

 1 x1 y1

1 x2 y2

1 x3 y3


 a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

 =

 1 0 0

0 1 0

0 0 1


に注意すれば,

Li(xi, yi) = fij =

{
1 i = j

0 i 6= j

全要素に対して以上を行う. ここで,基底関数 ψi(iは全体の通し番号)を定義する.

û =
N∑

i=1

uiψi

ψ = L1∗ ine ifi ↔ i∗

すなわち,ψは i上で 1,それ以外で 0となる.さらに,ここで

S = |e| : eの面積

Li(x, y) = Si/S (i = 1, 2, 3)

とする.つまり,

L1 + L2 + L3 = 1 (∀p ∈ e)

となる.さらに,

x =
3∑

i=1

xiLi, y =
3∑

i=1

yiLi

なので,(x, y)からX = L1, Y = L2と変数変換するときの Jacobianは,∣∣∣∣∣ ∂x
∂X

∂x
∂Y

∂y
∂X

∂y
∂Y

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ x1 − x3 x2 − x3

y1 − y3 y2 − y3

∣∣∣∣∣ = D

5.3.4 要素マトリックスの計算

ûに対する近似方程式を得るために要素 eからの寄与分を算定する.

〈u, v〉e =

∫ ∫
e

5u5̇vdxdy (f, v)e =

∫ ∫
e

fvdxdy

⇓

〈u, v〉e = 〈
3∑

i=1

ujLj,

3∑
i=1

viLi〉e
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=
3∑

i=1

vjA
(e)
ij ui

(f, v̂)e = (f,

3∑
i=1

viLi)e

=
3∑

i=1

vif
(e)
i

ここで,要素パラメータベクトル,要素自由項ベクトル,要素係数マトリックスとして以下の
ように置く:

要素節点パラメータベクトル

ue =

 u1

u2

u3

 , ve =

 v1

v2

v3

 ,

要素自由項ベクトル

fe =

 f e
1

f e
2

f e
3

 ,

要素係数マトリックス
Ae = (Ae

ij).

このとき,〈û, v̂〉e, (f, v̂)eは
〈û, v̂〉e = vT

e Aeue,

(f, v̂)e = vT
e fe

と書ける.さらに,
∂L1

∂x
= bi,

∂L1

∂y
= ci

なので,

A
(e)
ij =

∫ ∫
e
(bibj + cicj)dxdy

= S(bibj + cicj)

さらに,

f
(e)
i =

∫ ∫
e

f(x, y)Li(x, y)dxdy

ここで eにおいて,f(x, y) = f̄ eが定数であれば,

f
(e)
1 = f̄ e

∫ ∫
e

Li(x, y)dxdy =
1

3
f̄ eS

このとき,f̄ eを f(x, y)の eでの平均値や中央値に取れば,一種の近似とみなせる.
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5.3.5 自然境界の一般化

Γ2上での境界条件が ∂u
∂γ

= g2となる場合の扱いを述べる.弱形式は,

〈u, v〉 = (f, v) +

∫
Γ2

g2vdγ = [g, v]

となる.[g, v̂]への eからの寄与を考える.

[g, v̂]e =

∫
Γ

(e)
2

g2v̂dγ

ここで Γ
(e)
2 は Γ2の一部,もしくはその近似で eの一部をなすものである.辺 2∗3∗に沿って

座標 S∗を考え,2∗で S = 0,3∗で S = 1とすると,

v̂ = (1 − S∗)v2 + S∗v3

と表せる.したがって,

[g, v̂]e = v2

∫
Γ

(e)
2

(1 − S∗)g2dγ + v3

∫
Γ

(e)
2

S∗g2dγ

L23を辺 2∗3∗の長さとしたとき,

σ = L23S
∗

もし,g2が Γ
(e)
2 上で定数 ḡ

(e)
2 であれば,

[g2, v̂]e = (v2 + v3)
ḡ

(e)
2 L23

2
= vT

e ge

となる.

5.3.6 近似方程式の組み立てy yy=1 3 6 9分割 5u=0 2 80 u=0 x=1 x 1 4 7 xΩ 0=∂∂xu
0=∂∂xu ]3[ ]5[ ]7[]8[ ]6[]1[ ]2[ ]4[

21=h
領域を三角形要素に分割し,節点番号対応表を作成する.このとき,三角形要素は 2種類存
在する.
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タイプIIhタイプI ∗3 ∗3
∗2

∗2
∗1 ∗1

ここで,タイプ Iについて考える. b1

b2

b3

 =
1

h2

 −h

h

0

 ,

 c1

c2

c3

 =
1

h2

 0

−h

h


よって,

AI
e =

1

2

 1 −1 0

−1 2 −1

0 −1 1

 , f I
e =

f̄h2

6

 1

1

1


となる.また,同様にタイプ IIについて考えると,

AII
e =

1

2

 1 0 −1

0 1 −1

−1 −1 2

 , f II
e =

f̄h2

6

 1

1

1


節点番号対応表

要素 [1] [2] [3] [4] [5] [6] [7] [8]

1∗ 1 1 2 2 4 4 5 5

2∗ 4 5 5 6 7 8 8 9

3∗ 5 2 6 3 8 5 9 6

要素 [1]について
1 4 5

AI
e =

1

2

 1 −1 0

−1 2 −1

0 −1 1

 1

4

5

なので,拡大要素マトリックスは,
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• 1-1要素に 1を加える,

• 1-4要素に-1を加える,

• 1-5要素に 0を加える,

という操作を行う.また,拡大自由項ベクトルについても,第 1,4,5要素に f̄h2/6をそれぞれ
加える.

以上を各要素について行うことで全体係数マトリックス,全体自由項ベクトルを得ること
ができる.

A∗

 u1

...

u9

 ↔ f∗

これから基本境界条件を考慮して変形を行う.

Γ1上にある節点 (1, 2, 3, 4, 7)は除くので,A∗の第 1,2,3,4,7行は除く.また,u1 = u2 = u3 =

u4 = u7 = 0とする.

Au∗ = f

A =
1

2


8 −2 −2 0

−2 4 0 −1

−2 0 4 −1

0 −1 −1 2

 , u∗ =


u5

u6

u8

u9

 , f =
f̄h2

6


6

3

3

2


これより u∗を求めればよい.
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第 6 章

有限要素近似結果
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6.1 はじめに

この章では,先の有限要素法で近似した方程式をグラフで可視化したものを提示する.ま
た,真の解との誤差がどれほどのものとなっているかを示す.

6.2 有限要素近似グラフ

扱う方程式 {
−∆u + u = f(u) in Ω,

u = 0 on ∂Ω.

f = (8π2 + 1) sin 2πx sin 2πy

における真の解 uは
u = sin 2πx sin 2πy

となる.

分割数 n = 80における真の解のグラフは次のようになった.

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0

0.5

1
-1

-0.5

0

0.5

1
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次に,有限要素法で近似したグラフを示す.

分割数 n = 4の近似解のグラフは次のようになった

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0

0.5

1

-0.5

0

0.5

分割数 n = 40の近似解のグラフは次のようになった

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0

0.5

1
-1

-0.5

0

0.5

1
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分割数 n = 80の近似解のグラフは次のようになった

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0

0.5

1
-1

-0.5

0

0.5

1

6.3 有限要素近似結果

ここで,各分割数における誤差の最大値ノルムは次のようになった.

近似解 真の解

分割数n 4 40 80 -

max(u) 0.7051 0.9947 0.9985 1.0000

最大誤差 0.4116 0.0063 0.0015 -
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第 7 章

精度保証法
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7.1 はじめに

中尾先生の手法では,有限次元と無限次元に分けて精度保証をしている.この章では,精度
保証の方法について有限次元と無限次元のそれぞれについて説明する.

7.2 有限次元の精度保証

有限次元における精度保証法について述べる.

PhT (w) ≡ Phw − [Ph − PhF
′(uh)]

−1(Phw − PhF (w))

ここで,F ′(uh) = −Aより,

PhT (w) = [I + PhA]−1(PhF (w) + PhAPhw)

上式を変形させると,

(I + PhA)PhT (w) = PhF (w) + PhAPhw

(∇(I + PhA)PhT (w),∇φh)

= (∇(PhF (w) + PhAPhw),∇φh)

ここで,右辺と左辺をそれぞれ部分積分すると,

(∇PhT (w),∇φh) + (PhT (w), φ(w)) = (−V0, φh)

さらに,PhT (w) =
N∑

I=1

T I
p φI

hとおくと,

N∑
I=1

T I
p {(∇φI

h,∇φh) + (φI
h, φh)} = (−V0, φh)

ここで,

G = ((∇φi
h,∇φj

h) + (φi
h, φ

j
h))ij

とおくと,有限次元の誤差 |T |は,

|T | <= |G−1||(−V0, φh)|

でおさえることができる.
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7.3 無限次元の精度保証

無限次元における精度保証法について述べる.

(I − Ph)T (w) = (I − Ph)F (w)

¶ ³
誤差評価

(∇v,∇w) = (f(u), w) w ∈ Sh

に対して,

‖V − Phv‖H1
0

<= C0h‖f(u)‖2
L

と知られている.µ ´
今,(∇w,∇φ) = −(w + V0, φ)である為,

‖∇(I − Ph)T (w)‖L2 <= C0h‖w + V0‖L2

<= C0h(‖wh‖L2 + ‖w⊥ + V0‖L2)

ここでAubin Nitscheの技巧を用いると,

‖∇(I − Ph)T (w)‖L2 <= C0h(Wh +

√
2

4
‖∇V0‖L2 + α)

となる.さらに,ε =
√

2
4
‖∇V0‖L2とおくと,

‖∇(I − Ph)T (w)‖L2 <= C0h(Wh + ε + α)

と表すことができる. よって,無限次元の誤差 αは

α <=
C0h

1 − C0h
(Wh + ε)

でおさえることができる.
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第 8 章

精度保証結果
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8.1 はじめに

この章では,先の精度保証法で得た誤差について,有限次元,無限次元それぞれについて示
す.また、有限要素近似の実行時間と精度保証の実行時間を示す。

8.2 有限次元

有限次元における精度保証結果は次のようになった.

分割数n 4 20 40 60

Wh 0.0509 0.0402 0.0250 0.0184

8.3 無限次元

無限次元における精度保証結果は次のようになった.

分割数n 4 20 40 60

α 0.0057 0.0045 0.0028 0.0021

8.4 有限次元+無限次元

ここで,有限次元と無限次元の精度保証結果を合わせると次のようになった.

分割数n 4 20 40 60

Wh + α 0.0566 0.0447 0.0278 0.0205
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00.010.020.030.040.050.060.07

0 20 40 60 80
α+hW

n
8.5 実行時間

各分割数における有限要素近似,そして精度保証にかかった時間は以下の通りである.こ

こでは５回の実行における平均の数値を示す.

分割数n 4 20 40 60

有限要素近似 (s) 0.0154 0.2030 3.4404 24.9314

精度保証 (s) 0.0282 0.3252 6.8500 50.2282
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第 9 章

プログラム
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9.1 はじめに

この章では,本論文で作成したMatlabプログラムの紹介をする.

9.2 本論文で作成したプログラム

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%有限要素法%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
clear
format long
n=20;
t=n-1;
N=t^2;
h=1/n;

a=zeros(N);
a=sparse(a);
for p=1:N
a(p,p)=4;

end

for q=1:N-1
a(q+1,q)=-1;
a(q,q+1)=-1;
end

for r=1:N-t
a(r,r+t)=-1;
a(r+t,r)=-1;
end

for s=1:n-2
a(t*(s-1)+n,t*(s-1)+t)=0;
a(t*(s-1)+t,t*(s-1)+n)=0;
end

b=zeros(N);
b=sparse(b);
for p=1:N
b(p,p)=1/2;

end

for q=1:N-1
b(q+1,q)=1/12;
b(q,q+1)=1/12;
end

for r=1:N-t
b(r,r+t)=1/12;
b(r+t,r)=1/12;
end
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for r=1:N-t
b(r,r+t-1)=1/12;
b(r+t-1,r)=1/12;
end

for s=1:n-2
b(t*(s-1)+n,t*(s-1)+t)=0;
b(t*(s-1)+t,t*(s-1)+n)=0;
end

b(1,1)=7/12;
b(N,N)=7/12;

B=b*(h^2);

f=zeros(N,1);
for i=1:t;

for j=1:t;
f(t*(i-1)+j)=(8*(pi^2)+1)*sin(2*pi*i*h)*sin(2*pi*j*h);

end
end

F=B*f;

M=a+B;
u=bicgstab(M,F);

U=zeros(t+2);
for k=1:N;

z1=rem(k-1,t);
z2=floor((k-1)/t);

U(z2+2,z1+2)=u(k);
end
v=zeros(N,1);
for i=1:t;

for j=1:t;
v(t*(i-1)+j)=sin(2*pi*i*h)*sin(2*pi*j*h);

end
end

V=zeros(t+2);
for k=1:N;

z1=rem(k-1,t);
z2=floor((k-1)/t);

V(z2+2,z1+2)=v(k);
end

%%%%%%%%%%%%%%%有限要素法近似グラフの表示%%%%%%%%%%%%%%%%%
[X,Y]=meshgrid(0:h:1);
surf(X,Y,U)

%%%%%%%%%%%%%%%%%有限次元精度保証%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
G1=inv(M);
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G2=abs(G1);
G3=max(max(G2));
g1=u.’*a*u;
g2=sum(sum(B));
g3=(h/pi)*sqrt(g1)*sqrt(g2);
Th=G3*g3;

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%無限次元精度保証%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
C=(1/pi)^2;
Ch=0;
A=(C/(1-C))*(Th+Ch);

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%有限次元+無限次元%%%%%%%%%%%%%%%%%%
W=Th+A;
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第 10 章

統括
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10.1 はじめに

本章では,本論文の統括と結論,及び今後の展望について述べる.

10.2 統括

第 2章では,準備として,本論文で扱う数学的予備知識について述べた.

第 3章では,本論文で扱う方程式について述べた.

第 4章では,中尾先生の方法について述べた.

第 5章では,有限要素法について述べた.

第 6章では,有限要素法近似の数値実験結果を示した.

第 7章では,精度保証法について述べた.

第 8章では,精度保証の数値実験結果を示した.

第 9章では,本論文で作成したプログラムを紹介した.

本論文の構成は以上のようであった.

10.3 結論

第 8章で示した結果により,(4.1)で挙げた楕円型偏微分方程式に対して,中尾先生の方法
による精度保証が可能であり,近似にかかる時間の 2倍程度の短い実行時間で行えることが
分かった. .

10.4 今後の展望

今後の研究の展望として,次のような問題が挙げられる.

• 非線型方程式への応用

• Plumの方法との比較

• 非定常な問題への応用

いずれの問題も興味深いものばかりであり,今後の研究の発展が楽しみである.
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