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課題

行列 の積を高速に計算するプログラムを作れ。 回別の行列のペアに適

用して，平均の計算時間を出せ。

方針

行列の積に関する高速化の手法は、以下のものが一般的である。

ループ変換

ループのアンローリング

行列のブロック化

基本的に、これらの組み合わせによって高速な計算を目指すことにする。また、行列のサイズを

に固定した場合と、自由に変えられるようにした場合でどれほどの差が出るのか、というこ

とも見てみることにする。

高速化

行列のブロック化

トップダウン的に見ていくと、行列のブロック化が最も大きな部分となっている。ただし、実際

にはボトムの部分に現れる、ループ変換やループのアンローリングのことを考慮しつつ、行列のブ

ロック化を行うことになる。

行列のブロック化で次のようなものを考える。

この右辺の計算の中で、各 は 回ずつ使われている。さらに、 個のブロックに分割

した場合は、各々が 回ずつ使われることになる。従って、 を使うたびに元の行列からコ

ピーするのは、無駄が多い。そこで、全ての分割されたブロックを並べ、ブロックの配列として予

め作っておくことにする。

転置

で積を計算するときに、 の要素は行方向に走査され、 の要素は列方向に走査される。

で行列を表現する時は、二次元配列で第一添字に行番号を、第二添字に列番号を割り振ること

が多い。従って、 の走査時にはストライド 要素と要素のアドレス間の距離 は小さいが、

の場合には大きくなる。ストライドが大きいと、データアクセスの局所性が悪くなるため、キャッ

シュミスが発生しやすくなる。そこで、 の走査時のストライドを小さくすることを考える。

ブロック化の時点で、全てのブロックをあらかじめ作っておくことにしてあった。よって、そこ

で の要素全てにアクセスすることになる。従って、その時に、 を転置させておけば良いこと



になる。つまり、 のブロックを転置させて作ることによって、 の列方向のストライドを小さ

くすることができる。

以上によって、ループ変換は明確になる。即ち、内側のループほど必ずどのブロックもストライ

ドが小さくなるように、ループの順番を決めることができる。

ループのアンローリング

ループのアンローリングによって、ループ本体に対するループの分岐判定部分の処理量の割合を

減らすことができる。それによって、パイプライン化が進み、スループットが向上する。

ループのアンローリングを行うべき場所は最も内側のループである。さらに、ループのアンロー

リングによってプログラムコードのサイズが増加するので、それ以外のループでは行うべきではな

い コードが キャッシュに入りきらなくなる危険性がある 。

ここで、最も内側のループとは、ブロック同士の積の計算の部分である。全体の行列のサイズが

可変であっても、ブロックのサイズは固定することができる。従って、アンローリングするループ

のループ回数が固定であるので、そのループ全てを展開することができる。それによって、一番内

側のループで終了判定が必要なくなり、分岐によるスループットの低下を抑えることができる。ま

た、普通、ループカウンタ用にレジスタが一つ使われているので、それが他の用途に解放されるこ

とで、更なる高速化も期待できる。

アーキテクチャの場合

更なる高速化

以上のことをプログラムにし、コンパイルして実行してみたところ、何も施していないプログラ

ムに比べて 倍ほど速くなった。しかし、コンパイラのよって生成されたコードを見てみると、か

なりデータ依存のあるコードになっていた。つまり、行列の積の計算の基本は、数の積和計算であ

るが、加算のデスティネーションが全て同じレジスタになっていた。

そこで、その部分を、複数のレジスタを使い、データ依存を減らしたところ、さらに 割ほど高

速になった。ただしこのような高速化は、プロセッサのアーキテクチャに強く依存しており、必ず

しも適切な方法とは限らない。

理論的な限界値

行列の積の基本である積和計算は、二つのデータをロードし、二つの演算 積と和 をする必要が

ある。また、 アーキテクチャでは、内部の においては、ロードユニットと 演算

ユニットが、それぞれ サイクルで一つの をパイプライン化することができる。従って、積和

計算を実行するには、最低で サイクルが必要になる。 の行列ならば、 回の積和

計算が必要なので、 サイクルかかることになる。よって、例えば、プロセッサの動作周波数が

ならば、必ず 秒以上かかることになる 浮動小数添計算に ユニットを使う限り 。

実際には、よほどキャッシュヒット率が高くない限り、このような数字に近づくことはできない。

しかし、理論的な限界値を知った上で実行結果を見れば、それがどの程度の最適化であるのか、推

測することができる。



結果の検証

いくら高速化しても、正しい答えが得られないプログラムでは意味が無い。そこで、行列の積が

正しく計算されているか、確かめる必要がある。ところが、足し算の結合順序を変えただけで、浮

動小数点計算の結果は変わることがある。従って、加算を行う順番が違う、定義通りの計算と最適

化された計算では、結果が僅かに違っている。しかし、このことは計算自体が間違っている、とい

うことではない。

そこで、区間演算によってそれぞれの結果の範囲を求め、その区間が重なり合っていない場合

に、計算が正しくないと判断するようにした。

実行結果

表 に、 行列の積の計算を

上で実行した時の結果を載せた。プログラムのコンパイルは

で行い、最適化に関しては のオプションを付けた。

一回目の実行は、コードがキャッシュに入っていないなどの理由で、二回目以降より明らかに時

間がかかっていたので、一回目を除いた九回の平均時間も載せた。

の というのは、定義通りの計算方法である。また、 は の範

囲内で最適化したものであり、 の方がサイズ固定、 の方がサイズ可変のものである。

そして、 が、さらにアセンブラレベルでの最適化をしたものである。

この結果によると、サイズ可変であってもサイズ固定とほとんど変わらないことが分かる。ただ

し、 の場合は、行列のサイズがブロックサイズの倍数となっているので、ほとんど影

響が出なかったものと思われる。実際、 の行列で計算させてみると、 の場

合より若干遅い結果になった。

この計算機での理論的な限界値は約 秒であるが、最適化後のプログラムでは、その 倍以内

に収まるほどになっている。従って、それなりに良い結果となっているが、まだ最適化の余地は残

されているのであろう。

回の平均時間 回の平均時間

表 実行時間
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