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1 はじめに

長年の間、確固たる証明がなされていなかったケプラー

予想が 1997年、Thomas C. Halesによって証明された。
興味深いことにその証明の中で数値計算の知識が使われ

ているのである。以下で、その証明と数値計算との関わ

りについて説明する。

2 問題の説明と概要

ケプラー予想 「ケプラーの法則」で有名なヨハネス・ケ

プラーは、無限の空間において同半径の球の敷き詰めを

行ったとき最も密な構造、すなわち最密充填が面心立方

格子 (図 1, 2)であるという予想を立てた。実際に彼は確
かな証明をしたわけではないがこれは正しいと考えられ、

同様に六方最密構造 (図 3)も最密充填であることも構造
面から推測された。しかし、この証明は非常に困難であ

り、長い間未解決の問題であった。

最密充填 「ケプラー予想」では、無限空間においての最

密充填は面心立方格子であると述べられている。しかし

実際には、六方最密構造も同様に最密充填である。実は 2
つとも基本的には同じ構造をしている。この 2つの違い
は、有機化学におけるシス・トランス型の関係と類似して

いる。どちらの構造もある１つの球に焦点をあわせると、

それに接している球の数は 12個である。また、充填密度
も共に π/

√
18である。

数値計算との関連 この証明の際には、構造的な問題点

から場合分けが必要となる。詳しい場合分けは後述する

が、この場合分けをしたものに関してそれぞれ証明をす

る。その中で使われるのが区間演算である。結果として

この区間演算の使用と計算機の進歩によって、「ケプラー

予想」は証明されたのである。

3 ケプラー予想の定式化

3.1 概念定義

Delaunay分割 ([1] p.2) 球の中心を頂点とする多面体

で、空間全体を分割する (図 4)。このとき、一意的に分割
されるように一定の規則を設ける。この分割をDelaunay
分割といい、分割によってできた四面体を simplexと呼ぶ。

Delaunay star ([1] p.2) Delaunay分割された空間で、
ある球の中心 vをとる。すると、vの周りには、vを共有

する simplexが集まっている。これらの simplexの集合を
Delaunay starと呼ぶ。即ち、Delaunay star D∗(v)は、

D∗(v) =
{
S

∣∣ S ∈ S, v ∈ S
}

(1)

と定義される。ただし、Sは simplex全体の集合である。

スコア ([1] pp.3–4) simplex S の体積を vol(S)、密度
を δ(S)とし、δoct を正八面体の密度とする。すると、

Γ(S) = vol(S) · (δ(S) − δoct) (2)

は、Sと全体の密度の関係を表す指標となる。これを Sの

スコアと呼ぶ。Γ(S)は、Sが単位正四面体である時に最

大になり、そのときの値を 1ptとする。

R3内の全ての Delaunay starのスコアが 8pt以下なら

ば、全体の密度は π/
√
18以下である ([1] pp.7–8)。従っ

て、“いかなる Delaunay starであっても、そのスコアは
8pt以下である”ということが示されれば、ケプラー予想
は証明されたことになる。

図 1: 面心立方格子 (1) 図 2: 面心立方格子 (2) 図 3: 六方最密構造



リージョン ([1] p.4) Delaunay star D∗ の中心に単位
球を考え、D∗ をこの単位球面上に放射状に投影する。す
ると、D∗ の辺は、球面上の弧に投影される。ただし、長

さが 2.51より長い辺は投影しないことにする。単位球面
は、投影された弧によって分割される (図 5)。分割された
領域をリージョンと呼ぶ。

3.2 証明の概略

5ステップ ([1] pp.8–10) リージョンの形による場合分

けで、証明は 5 個のステップに分かれる。そのそれぞれ
に関して、Delaunay starのスコアの上界が 8ptであるこ

とを示す。

9条件 ([1] pp.21–26) ステップ 1において、仮に、ス
コアが 8pt を越える Delaunay star があったとする。そ
の Delaunay star は 9 個の条件を満たさなければなら
ない。ある一つの Delaunay star だけがこれらの条件を
満たすことができる。逆にいえば、それ以外の Delaunay
starのスコアは 8pt以下である。

24面体 ([1] pp.26–28) 上で全ての条件を満たしたDe-
launay starは 24面体である (図 6)。この場合に関しては、
Delaunay starに含まれる simplexの辺の長さに関してさ
らに場合分けをする。その中では、例えば、simplex Sの

辺の長さを y1, · · · , y6とし、

y1 ∈ [2.2, 2.51], y2, · · · , y6 ∈ [2, 2.51] (3)

ならば

Γ(S) < 0.5pt (4)

ということを区間演算を使って証明する。その結果、

24面体のスコアも 8pt以下であることが示された。

4 区間演算を使った証明

4.1 区間演算の方法

スコア関数の整理 式 (2)を少し変形すると

Γ(S) = −δoct vol(S) +
1
3

3∑
i=0

soli(S) (5)

となる。soli(S)は S の頂点 iにおける立体角である。

yiを Sの辺の長さとおいているので、逆にいえば、辺の

長さが決まれば Sの形が決まる。つまり、Γは y1, · · · , y6

で表される事がわかる。

テイラー不等式 soliは立体角を表しているので逆三角関
数で表される。しかし、逆三角関数は区間演算で計算で

きない。そこで、テイラー不等式を使うことにより多項

式で近似して範囲を出すことにする。

一般の Cn+1 級の関数 f(t)で考える。aを中心とした

f(t)の n次テイラー展開を pn(t)とし、m, M を f(n+1)(t)
の下界と上界、α(t) = (t − a)n+1/(n + 1)!とすると、次
のようになる。{

pn(t) + α(t)m ≤ f(t) ≤ pn(t) + α(t)M (α(t) > 0)

pn(t) + α(t)M ≤ f(t) ≤ pn(t) + α(t)m (α(t) < 0)

細分化 しかし、ここでそのまま範囲をいれると、tが a

から離れるにつれ、過大評価となってしまう。そこで、細

かく切って、その部分部分で多項式で近似し、そこで出た

範囲の和集合を取って f(t)の範囲とすることにする。

4.2 計算機による証明

アルゴリズム 与えられた y1, · · · , y6 の範囲でスコアを

区間評価する。評価結果が 0.5pt未満に収まらなければ、

定義域を半分に分割し、それぞれを再帰的に計算する。

実行結果 定義域を 71640個に分けた時、プログラムが
止まった。このことにより、式 (3)においてケプラー予想
が証明された。

5 まとめ

ケプラー予想の証明は、構造的に場合分けされる。その中

の一つの場合を取り上げ、区間演算による証明を説明した。

他の場合に関しても、同様に数値計算を使って証明されて

いる。即ち、数値計算が証明の要となっているのである。

参考文献

[1] Thomas C. Hales, “Sphere Packings I”, (1997)

[2] Thomas C. Hales’ Home Page
http://www.math.lsa.umich.edu/∼hales/countdown/

図 4: Delaunay分割 図 5: リージョン分割 図 6: 24面体


