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概 要

現在開発中の「有理数計算プログラミング環境」では，桁数の多い分母・分子を動的に拡張可能な配
列に格納し，有理数の四則演算のたびに結果の分母・分子の最大公約数（GCD）を求めて割り，約分し
ている．行列計算のような，浮動小数点演算ではお馴染みの数値計算アルゴリズムでは，演算のたびに
GCDを求めて約分しないと，桁数が爆発して計算が進まなくなる．しかし反対に，正則連分数展開のよ
うに，計算途中に現れる分数がすべて既約で，GCD計算が不要なアルゴリズムもある．GCD計算は，
除算を用いるユークリッドの互除法ではなく，2進 GCDアルゴリズムを使用したほうが，一般的に高速
である．「有理数計算プログラミング環境」は，浮動小数点計算では解明できない問題を解析することを
主たる目的としている．2進浮動小数点数を有理数変換すると分母は 2のべき乗になる．加減算と乗算
だけの計算では「分母 2べき」は保存される．2進 GCDは，「分母 2べき」の有理数の GCD計算では，
除算を用いるものよりもかなり高速である．本稿では，有理算術演算プログラムの高速化で GCD計算
が強い影響を与えるアルゴリズムについて述べる．

In our currently developing “rational arithmetic programming environment”, large numerators
and denominators of rational numbers are held in dynamically expandable array. The rational
numbers are divided by greatest common divisors (GCD) of their numerator and denominator. In
matrix computation algorithms which are popular in floating-point arithmetic, the GCD calculation
is needed after every four basic arithmetic operation, otherwise an explosion of the number of digits
prevents us to continue computation. On the contrast, however, there are algorithms which do
not need GCD calculation such as continued fraction expansion, in which all fraction numbers are
already reduced. For the GCD calculation, a binary algorithm is, in general, faster than Euclidian
algorithm implemented with division operation. An aim of our programming environment is to
analyze the problems occurred in numerical simulation programs caused by rounding errors of the
floating-point arithmetic. A binary floating-point number is converted exactly to rational number
consisting of denominator with power of two. As far as the computations are performed with
additions, subtractions, and multiplications, the denominators’ power two is kept. The binary GCD
algorithm is much faster than the GCD algorithm with division operations. In this paper, we report
the numerical and performance behavier related to GCD calculations.

1 はじめに

数値計算の多くは浮動小数点演算によって行われており，計算の効率は高く，融通がきくが，信頼性は

低い．演算の高精度化には，多重精度算術演算（multiple precision arithmetic）があるが，これは浮動小
数点演算の高精度化である．正確な計算は，有理算術演算やモジュラー算術演算によって実現される．身

近に有理算術演算を体験できるプログラミング環境に十進 BASICの有理数モードがある1．我々は，浮動

小数点演算を用いる数値計算のプログラミング環境に，有理算術演算を加えることで，浮動小数点計算で

生じた丸め誤差に起因する問題を解決する目的で使用できる「有理数計算プログラミング環境」を開発中

である．有理数の分母・分子を約 30万桁まで動的に拡張可能な自然数を格納できる配列で保持し，有理数

1十進 BASICは，数学教育を目的に，文教大学の白石教授が開発されたプログラミング言語であるが，これによって有理数計算
を体験することができる [1]．十進 BASIC は 5 つの計算モードを持つ．十進 15 桁，十進 1000 桁，2 進数（Intel x87 FPU 命令
セットの倍精度浮動小数点数），2 進による複素数，有理数である．BASIC の言語規格により，数値は単一の表現に統一されるの
で，浮動小数点数と有理数を同時に使用することはできない．
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の四則演算ごとに分母・分子を既約な分数に約分する．演算結果は丸めないので計算誤差は介入せず，桁

溢れしないかぎり，計算は正確である．変数型 rational を C++ によるプログラミング環境に追加する
だけで，有理数型の変数と浮動小数点型の変数は共存できる．

この環境は次の使用を目的としている [2]．

• プログラミングを用いた数学教育

• 数値シミュレーションで用いられる，浮動小数点演算による数値計算プログラムで発生した精度に
関係する問題分析

• ベンチマークの検収など，計算機システムの稼働確認

本稿では，2章でプログラミング環境の概要と GCD計算について述べる．3章で GCD計算の役割を，
対照的な 2例，約分しなければ桁数膨張で計算不能になる行列計算と，GCD計算を行わないか，間引き
して行う連分数計算について述べる．4章で，非線形方程式の無理数解を，2つの有理数によって上下限
を抑える区間に挟み込んで縮小反復するときの丸め方式と GCDアルゴリズムの関係について述べる．5
章でまとめる．

2 有理算術演算プログラミング環境

有理算術演算は計算機科学の黎明期からの研究テーマである [3]．「有理数計算プログラミング環境」で
は，有理数を，分母と分子を可変長の配列に格納することで，大きくなっても桁溢れしない自然数（以下，

多桁数）で保持し，これに符号を付加することで表現する．四則演算は次のように行う．

r1 ± r2 =
b

a
± d

c
=

bc ± ad

ac
(1)

r1 × r2 =
b

a
× d

c
=

bd

ac
(2)

r1 ÷ r2 =
b

a
÷ d

c
=

bc

ad
(3)

r1, r2 は有理数，a, b, c, d は多桁数である．

n 桁と n 桁の数の積は 2n 桁になるので，式 (1)の ac，bc，ad などの数の桁数は演算のたびに増え

る．そこで計算結果は，分母，分子の最大公約数（Greatest Common Divisor, GCD）で割り既約な分数
とする．

本章では「有理数計算プログラミング環境」を構築する階層の中で，多桁数演算クラス，有理算術演算

クラス，有理数で上下限を抑える区間演算クラスについて述べる．

2.1 longintクラスとGCDアルゴリズム

「有理数計算プログラミング環境」では，式 (1)(2)(3)の a, b, c, d などの自然数を longint型で扱う．

z =
l−1∑
i=0

dir
i (4)

自然数 z を，基数を r = 232，各桁の数 0 ≤ di < r は 32ビット符号なし整数型の配列に格納し，桁数 l

を整数型で保持する．零（z = 0）は桁数が零（l = 0）とする．配列長は 64 から始め，不足すると動的
に倍，倍と拡張する可変長とした．最大長は 32,768 としている（10進数で約 31万桁）2．多桁数の階層

（longintクラス）では，式 (1)(2)(3)の左辺の演算の本体や，GCD関数をもつ．
2log10 4294967296 = 9.633 · · · である．計算可能な最大の数は，リコンパイルで変更可能である．
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2進GCDアルゴリズムは，2数 a と b の共通因子のうち偶数のもの 2k をシフト演算で先に分離して

おき，分離された 2数の奇数の最大公約数 c を，減算とシフト演算で求め，gcd(a, b) = 2k · c を得る．2
進 GCDアルゴリズムを示す [3, p. 317]．

2進 gcd アルゴリズム
k = 0; u = a; v = b
while(both(u and v)are even){

k = k + 1
u = u ÷ 2; v = v ÷ 2

}
if(u is odd) t = −v else t = u
while (t ! = 0) {

while(t is even) {
t = t ÷ 2
if (t > 0) u = t else v = −t

}
t = u − v

}
gcd(a, b) = 2k · u

前半のループは，2数 u と v がともに偶数の間，両者を 2で割る操作を繰返し，少なくとも一方が奇数
になるようにする．これは，両者が偶数の場合は gcd(u, v) = 2 · gcd

(u

2
,
v

2

)
に基づいている．このルー

プを抜けた時点で， u と v のうち少なくとも一方は奇数である．u が奇数なら −v を，偶数なら u を t

に格納する．

後半のループは，gcd(u, v) = gcd(u − v, v) に基づき，減算で 2 数を小さな数に置き換え，最大公約
数の奇数因子を求める．t = u − v として，max(u, v) を，t > 0 なら u = t で，t < 0 なら v = −t

で置き換えて，u と v のうち大きいほうが |t| に入るようにする．ここで t は偶数なら 2 で割るが，
これは gcd(u, v) = gcd

(u

2
, v
)
に基づいている．アルゴリズムは |u − v| < max(u, v) なので停止し，

gcd(a, b) = 2k · u が得られる3．

2進 GCDアルゴリズムを用いると，演算量が桁数の 1次オーダーである減算を主にできるので，除算
を用いる方法よりも速い場合が多い．アルゴリズムは教科書的に whileループで記述したが，2で割る操
作の繰り返しは，下位の零ビットを数えてシフト演算で行う．したがって一方が 2のべき乗である 2数に

対して用いると，除算による方法よりも圧倒的に速い．

「有理数計算プログラミング環境」では，関数へのポインタを切り替えることで，除算による GCD ア
ルゴリズム lgcd，2進 GCDアルゴリズム lgcd2，常に 1を返す関数 lgcd1 を，適宜切り替えられるよ

うにした．lgcd1 関数は GCD計算の省略である．なお，デフォールトは lgcd2 である．

2.2 rationalクラスと 2進浮動小数点数の有理数表現

有理数階層（rationalクラス）はその上に構築される．有理数は 2つの longint型の数と符号による

rational型の変数によって保持される．式 (1)(2)(3)の有理数演算のエントリルーチン，有理数演算を有
理数型の変数を用いて z=x+yのように記述するための演算子多重定義のほか，abs，min，max，floor，

ceil などの関数や，浮動小数点数を有理数に変換する関数 Rdset，多項式の除算などのユーティリティ

ルーチンを提供する．

倍精度浮動小数点数は，有限のビット数で表現される数なので，数学的には有理数である．IEEE 754
形式の倍精度浮動小数点数 a を，e を指数部，di を 0 または 1 として 2進数で次のように表す．

a = ±
(

52∑
i=0

di2−i

)
· 2e = ±A · 2e (5)

3数値例として a = 128 = 27，b = 20 を示す．前半のループで 22 で割られて，u = 32 = 25，v = 5 となり，後半のループで
も 25 で割られて u = 1 となり gcd(u, v) = 1 を得て，最終的に gcd(a, b) = 4 が得られる．
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A を構成する di, i = 0, · · · , 52 を有意桁（significand）という．B = A · 252 と置き換えると，B は 254

よりも小さいので，10進数では 17 桁以下で表わせる．B を用いると式 (5)の数は，a = ±B · 2e−52 であ

る．C = 52− e とおくと a = ±B ÷ 2C である．B の最下位ビットが 1 であれば，分子は B，分母は 2C

と有理数表現される．B の下位 k ビットが 0 であれば，分子は B · 2−k，分母は 2C−k と有理数表現され

る．倍精度浮動小数点数を有理数に変換すると，その分母は 2のべき乗である．

0.4 を例にとると

0.4 � 3, 602, 879, 701, 896, 397
9, 007, 199, 254, 740, 992

=
3, 602, 879, 701, 896, 397

253
(6)

で，「分母の 4倍に 2を加えると分子の 10倍」になる．0.1 は 2進数では循環小数になるので，その 4倍
の 0.4 も循環小数であり，有限のビット数で有意桁を 2進表現すると丸められる．
ここでは倍精度の浮動小数点数を例に述べたが，単精度浮動小数点数や，4倍精度数，多倍精度数など，
有意桁が 2進数の浮動小数点数ならこの変換は同じ形で成立する．したがって 2進の有意桁をもつ浮動小
数点数が有理数表現されると，分母は 2のべき乗になる．また，加減算 (1)と乗算 (2)だけで表される数

式の計算では「分母 2べき」は保存される．

2.3 intervalクラス

有理数を四則演算で扱うアルゴリズムは，有理数の分母または分子が桁溢れしないかぎり，有理算術演

算により正確に計算できる．しかし無理数を扱う数式に対しては，正確な解は得られない．例えば，有理

数係数の多項式の零点を求める問題では，解が有理数なら正確に得られるが，無理数なら正確には得られ

ない．このような問題に対しては，区間算術演算（interval arithmetic）を用いる．
2つの有理数で区間の下限と上限を把握する interval型の変数とそれを扱う関数をサポートする interval
クラスを，rationalクラスの上に設けた．interval型の変数によって区間を数のように扱える．interval
型の変数同士，また interval型と rational型の変数の加減算と乗算は，記号 +, −, ∗ でプログラミン
グできる．区間 x = (a, b) を 2つの有理数 a と b で表すには，interval x(a,b) と書くとコンストラ

クタが変数 x を作る．区間 x からその下限を rational型の変数に取り出すには（メンバー関数により）
x.lower()，上限を取り出すには x.upper() と書く．区間 x = (a, b) の符号を反転した y = (−b,−a) を
得るには y=x.neg() と書く．区間 x = (a, b) の逆数 z は z=x.inv() と書く．除算は逆数を掛ける．

これらの階層の上に有理数 BLAS（Basic Linear Algebra Subprograms）階層（rblasクラスとその並列
版をサポートする prblasクラス）をもち，数値線形代数（NLA: numerical linear algebra）プログラムの
並列化を容易にする [4]．

3 数値計算アルゴリズムでのGCD計算の役割

前章では，四則演算のたびに GCDを求めて約分すると述べたが，これを行わないとどのようになるか
を，対称行列の三角分解を例に述べる．一方，GCD計算が不要な連分数によるアルゴリズムも存在する．
本章ではこの対照的な 2つのアルゴリズムによって GCD計算の役割を紹介する．

3.1 GCD計算が必須のアルゴリズム

対称正定値行列 A を係数行列とする連立 1次方程式を解く問題を例とする．

Ax = b (7)
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解法は修正コレスキー分解（modified Cholesky factorization，LDL分解）

A = LDLT (8)

と，対応する代入計算を使用する．ここでは下三角要素を転置して tij = lji によって LT の要素を表す．

uij = aij −
i−1∑
k=1

tkiukj , (i ≤ j) (9)

tij =
uij

uii
(i < j) (10)

プログラミング例を示す．n× n の対称行列 A と次数 n を入力に渡すと，対角行列 D の対角項と上三

角行列 LT の対角項以外の項を，行列 A の要素の渡された領域に上書きして返す関数 LDL を示す．

void LDL(rat::matrix<rational>& a, const int n){
rational s,t;
int i,j,k;
for (j=1; j < n; ++j) {

for (i=1; i < j; ++i) {
s=0;
for (k=0; k < i; ++k) {

s = s + a[k][i] * a[k][j];
}
a[i][j] = a[i][j] - s;

}
s=0;
for (k=0; k <= j-1; ++k) {

t = a[k][j] / a[k][k];
s = s + t * a[k][j];
a[k][j] = t;

}
a[j][j] = a[j][j] - s;

}
}

数値計算の教科書の LDL分解と同じループ構成を採用したので，表面的には浮動小数点演算による LDL
分解と似ている [5]．しかしデータ型は double型ではなく rational型なので，計算機の仕事は大きく異

なる．引数 a の行列 A の要素と，2つの変数 s と t が rational型である．“a[i][j]=a[i][j]-s” など
の有理算術演算は，動的にメモリを拡張しつつ，正確に行われる（double型では有効ビット数 53に丸め
られる）．

桁数の増加は，データ依存性が強い．係数行列を，フランク行列 aij = n − max(i, j) + 1，ヒルベルト

行列 aij =
1

i + j − 1
，浮動小数点演算でヒルベルト行列を作成して有理数変換した行列，その全行列要

素の分母の最小公倍数（least common multiple，LCM）倍した整数行列，分子を 231 よりも小さい乱数

（乗算合同法）で分母を 231 − 1 とした行列，分子・分母ともに独立した 231 − 1 以下の乱数の 6つの場合
の，次数 n = 40 での計算時間（秒）の比較を示す4．

係数行列 時間（秒）

フランク行列 0.02
ヒルベルト行列 0.05
倍精度ヒルベルト行列 0.73
LCM倍した倍精度ヒルベルト行列 0.73
分子乱数・分母 231 − 1 0.78
分子乱数・分母乱数 168.78

4計測に使用した計算機は，Intel の Sandy Bridge マイクロアーキテクチャの Xeon CPU E5-2670 2.6GHz を 2 つ搭載する．
CPU は 8コア（16 スレッド）なので，並列度は 16ウェイ，32スレッドであるが，ここでは並列化はしていない．メモリは DDR-3
を 32GB 搭載している．OS は Linux version 2.6.32，コンパイラは GNU gcc 4.4.7 である．
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このように，計算時間は行列の数学的性質によって大きく変化する [2]．乱数を使用しても，分母が定
数であれば，それを掛けることで整数行列に変換できる．分母の定数が分子と同程度の 10進数で 10桁程
度であれば，整数行列に変換しても桁数は 20桁に収まる．このため，分母が定数の行列は，有理数のま
ま LDL分解しても，整数行列に変換しても計算時間に大差はない．しかし分母と分子に独立した乱数を
使用した行列では LCM は巨大な数になるので，整数行列に変換すると各要素は大きな数になる．このた
め，有理数のまま LDL分解したほうが，整数行列に変換して分解するよりも速い．有理算術演算で LDL
分解のような行列計算アルゴリズムの計算時間を予測する場合，行列要素を整数変換して考えるとヒント

が得られることがある．

3.1.1 桁数膨張とGCD計算

これらの計算では，四則演算のたびに約分している（分母と分子のGCDを求めて分母・分子を割る）．
約分しないと，有理数を構成する分母・分子の桁数は膨張する．次数 4のフランク行列を分解すると，次
のようになる． ⎛

⎜⎜⎜⎜⎝
4 3 2 1
3 3 2 1
2 2 2 1
1 1 1 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1
3
4 1
1
2

2
3 1

1
4

1
3

1
2 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

4 3 2 1
3
4

1
2

1
4

2
3

1
3
1
2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ (11)

上三角行列 LT の対角項（= 1）の上に対角行列 D を重ねて記述する（行列要素は式 (10)の行列 T と対

角項 uii = di である）．等式で両辺に行列があるが，左辺が GCDを求めて約分した計算，右辺が GCD
計算をスキップして分母・分子の桁数を削減せずに計算した場合を示す．⎛

⎜⎜⎜⎜⎝
4
1

3
4

1
2

1
4

3
4

2
3

1
3

2
3

1
2
1
2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

4
1

3
4

2
4

1
4

3
4

8
12

4
12

128
192

12288
24576

452984832
905969664

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

3 列目について見ると，l31 = u13 ÷ u11 =
2
4
である．u23 = a23 − l21u12 = 2 − 3

4
· 2 =

2
4
になり，

t23 = u23÷u22 =
2
4
÷ 3

4
=

8
12
になる．これらをオペランドに用いる対角項は u33 = a33− l31u13− l32u23 =

2 − 4
4
− 16

48
= 2 − 4 · 48 + 16 · 4

4 · 48
= 2 − 192 + 64

192
=

128
192

と桁数が増える5．

4列目について見ると，約分して計算すれば u44 = a44− l41u14− l42u24− l43u34 = 1− 1
4
·1− 1

3
· 1
4
− 1

2
· 1
3

であるが，例えば第 4 項の
1
2
は

12288
24576

になっているので，分母・分子ともに 9 桁の数になる．なお
905969664 = 22533 である．

フランク行列は行列式が 1になる特殊な行列なので，桁数の増加が小さいが，ヒルベルト行列の場合は
桁数がより大きくなる．次数 4のヒルベルト行列を分解すると，次のようになる．⎛

⎜⎜⎜⎜⎝
1
1

1
2

1
3

1
4

1
2

1
3

1
4

1
5

1
3

1
4

1
5

1
6

1
4

1
5

1
6

1
7

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1
1
1
2 1
1
3

1
1 1

1
4

9
10

3
2 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1
1

1
2

1
3

1
4

1
12

1
12

3
40

1
180

1
120
1

2800

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ (12)

5

„
4

4
+

16

48

«
の計算では，筆算では分母は 48 にするが，有理算術演算で約分しない場合は，式 (2) によって計算するので，分

母は 4 · 48 より 192 になる．
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対角行列 D と上三角行列 LT を，上三角行列の対角項（= 1）の上に重ねて D の対角項を記述する．等

式の左辺が約分した計算，右辺が約分しない場合を示す．⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1
1

1
2

1
3

1
4

1
12

1
1

9
10

1
180

3
2
1

2800

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1
1

1
2

1
3

1
4

1
12

24
24

36
40

144
25920

14929920
9953280

44030125670400
123284351877120000

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

次数 4の行列の場合，d4 は，GCDを求めて割る方式では
1

2800
になるが，既約にしないで計算すると

分子が 14桁の 44030125670400 となり，分母はその 2800倍で 18桁になる．
連立 1次方程式の解ベクトルが，すべての要素が 1 になる問題を解いた場合，解ベクトルは「分母 =
分子」つまり 1 であるが，その数は x1 （の分子，分母）が 191桁，x2 が 97桁，x3 が 55桁，x1 が 38
桁になる．次数 4というごく小規模な計算ですらこの桁数であるから，ガウスの消去法のように「ループ
計算の中に対角項で割る操作を含む」行列計算アルゴリズムを，GCD計算を省略して行うと，桁数の膨

張で計算不能に陥る．ループ内の除算は「分母 2べき」を保存せず，これが他の行列要素の乗数として用
いられるので，元の行列要素の分母が 2べきでも，中間結果は分母 2べきではないので，GCD計算に時
間を要する．

3.1.2 整数性と桁数激減

有理数の桁数が大きく減少する文脈もある．整数行列の行列式は，行列式の定義式が乗算と加減算だけ

なので，整数である6．LDL分解を経由して det(A) =
n∏

i=1

di で求めると，di は分母・分子ともに桁数の

多い分数であるが，総積の最終結果である行列式は分母が 1になり，分子の桁数も中間結果の分子より小
さな数になることが多い．

次数 4のヒルベルト行列を LDL分解すると，式 (12)より d1 = 1，d2 =
1
12
，d3 =

1
180
，d4 =

1
2800

となり，det(A) =
1

6048000
= 0.000000165 · · · となる．これに対し，倍精度浮動小数点演算で作成したヒ

ルベルト行列を有理数変換すると，
1
3
が丸められるので，行列式は分子が 58桁，分母が 65桁の分数にな

る．これは途中の d3 や d4 が桁数の多い分数になっているからである．

有理数行列の要素の分母の LCMを掛けて整数行列にすると，中間の d3 や d4 はやはり桁数が同様の桁

数になるが，行列式を求める総積計算では一気に減って，分母は 1になる7．

d1 = 36028797018963968

d2 = 3002399751580330

d3 =
2706484513575738933298223947395985628753287699

13521606402434443946898415943680

d4 =
34825493276643936468812433491831707237690404837292872208664

2706484513575738933298223947395985628753287699
det(A) = 278603946213151491750499467934653657901523238698342977669312

行列 A を軸選択なしで LU 分解すると，対角項は det(A0) = 1 として，

uii =
det(Ai,i)

det(Ai−1,i−1)
(13)

62 × 2 の場合を確かめると，det(A) = a11a22 − a12a21 であるが，a11 =
n11

d11
と分数の形で書き直すと，det(A) =

n11

d11
·

n22

d22
− n12

d12
· n21

d21
であり，これの分母は d11d22d12d21 なので，整数行列の場合は 1，つまり行列式は整数になる．

7次数 n の行列 A に係数 s を掛けた行列 sA の行列式は，det(A) の sn 倍である．
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と，首小行列の行列式の比が現れる [6, p. 203]．したがって

n∏
i=1

uii =
n∏

i=1

det(Ai)
det(Ai−1)

= det(An) (14)

である．A = LDLT と分解した場合は uii = di である（フランク行列の例 (11)で確認されたい）．
この例の場合は，d3 の分子は d4 の分母に等しくなっている8．したがって，総積を計算する過程で約

分されて，行列式は整数になる．

このように，最終結果が整数（分母が 1）になる問題では，桁数が激減する文脈をもつことがある．行
列 A の固有値 λ を求める場合，特性多項式 p(λ) = det(A − λI) の零点を計算するが，A が整数行列の

場合，特性多項式 p(λ) の係数も，行列式から得られるので整数になる．したがってこの A をフロベニウ

ス標準形に変換する過程でも，行列式の計算と同じような桁数の激減する文脈が現れる．この性質は，（浮

動小数点演算では利用する機会がないが）有理算術演算ではプログラミングで利用できる．本稿では「結

果が整数になることが数学的に保証される性質」を整数性と呼ぶことにする．

3.2 GCD計算が不要のアルゴリズム

連分数の計算は，有理算術演算の特長をよく表す．反復計算の依存性が強いにも関わらず，展開され

た連分数を，昇順にも降順にも計算できる．ここでははじめに，有理数を正則連分数（regular continued
fraction）に展開すると有限回で展開しきることを，1000桁の π の近似値を用いた例題で示す．次に規則

性をもつ一般の連分数で π を求める計算で GCD計算を間引いたほうが速い例を示す．

3.2.1 正則連分数計算

1 より大きな実数 x の連分数展開は，x0 = x とおき，i = 0, 1, 2, · · · について「xi の整数部分を取り

出して ai とし，残りの逆数を求めて xi+1 とする」操作を xi+1 が整数になるまで繰り返す9．

x0 = a0 +
1
x1

= a0 +
1

a1 +
1

x2

= a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

x3

= · · · (15)

場所を節約した x = [a0, a1, a2, a3, · · · , an−1, xn] の書き方も使用される．
無理数を連分数展開すると無限に続くが，有理数は有限で止まる．これは分子が 1の形の正則連分数展
開が，2つの自然数の最大公約数を求める GCDアルゴリズムの変形だからである [7]．
高校の『数学 B』には，自然数の除算 “a ÷ b = q · · · r”，つまり “a = bq + r” により gcd(a, b) =

gcd(bq + r, b) = gcd(b, r) を繰り返す「ユークリッドの互除法」の BASIC プログラムが掲載されてい
た10．被除数を除数で，除数を剰余で置換えて割るので「互除法」という．“a = bq + r”を “a = d−2”と
“b = d−1”と “r = d0”とおき漸化式

di−2 = di−1q + di (16)

8d1d2 ÷ 8 は d3 の分母に等しい．
90 ≤ x < a0 + 1 となる整数 a0 を見つけ，x = a0 + (x − a0) と書き 0 ≤ x − a0 < 1 ならば x1 =

1

x − a0
とおけば

x = a0 +
1

x1
になる．これを xi = 0 になるまで繰り返す．

10GCD アルゴリズムは日本語では「ユークリッドの互除法」と呼ばれるが，英語では Euclidian algorithm で，「の互除」は日
本か中国の数学者が加えた意訳であろう．ユークリッドは定規とコンパスを用いて幾何学で解いたので，除算はない（除算は位取り
記数法が発見された後に現れる）．アルゴリズムの基本は “a が b の倍数のとき gcd(a, b) = b” と “gcd(a, b) = gcd(a − b, b)” に
あって，“gcd(a, b) = gcd(b, r)” は後者を繰り返すことで得られる．2 進 GCD アルゴリズムは除算を使わない．
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に書き直す．i = 0, 1, 2, · · · について di = 0 になるまで繰り返すと，最後の di−1 が gcd(a, b) として得ら

れる．漸化式 (16)の両辺を di−1 で割り，分数
di−2

di−1
= xi とおくと連分数展開の漸化式 xi = ai +

1
xi+1

が得られる（商 q を ai とした）．

π の 1000桁の近似値が与えられたとき，その第 n近似分数まで連分数展開するプログラムを示す11．

int main(void){
rational pi,p,r,x,y;
uint32_t i,n,m;
std::cout << "Enter n" << std::endl;
std::cin >> n;
longint pin("314159265358979323846264338327950288419716939937510582 略 ");
longint pid("100000000000000000000000000000000000000000000000000000 略 ");
rational pi1000(pin,pid);
rat::vector<rational> a(n+1); // rational型の配列
x=pi1000;
p = x.rational::floor();
a[0] = p;

#ifdef LGCD1
longint::lgcd_p=longint::lgcd1;

#endif
m=n;
for(i=1; i<=n; i++){

y=x-p; // 残りの
if(y==rational::ZERO){m=i-1;break;}
x = y.inv(); // 逆数をとる
p = x.rational::floor(); // x_i の整数部分を取り出し
a[i] = p; // それを a_i として

}
r=a[m];
for(i=m-1;i>0;i--)r=a[i]+rational::ONE/r;
pi=a[0]+rational::ONE/r;
std::cout << "pi="<< pi.format(n+10,n)<< std::endl;
return 1;

}

有理数 x の整数部分を floor関数で変数 p に得る．前半のループが連分数展開によって式 (15)の ai

を rational型の配列 a[i] に作成する（x-p で有理数型変数 yに小数部分を得て，その逆数を inv関数

で得て12，xi として，その整数部分が連分数の第 i項になるので a[i] に格納する）．yが零なら，展開

は終わって反復を出る．

後半のループは最終項 an から降順（i = n, n − 1, · · · , 2, 1）に連分数 ai から第 n 近似分数 kn を得

る．π − 3 の正規連分数展開は [a1, a2, a3, a4, a5, · · · ] = [7, 15, 1, 292, 1, · · · ] となり，最良近似分数（best

approximation fraction）は
1
7
，

15
106
，

16
113
，

4687
33102

，
4703
33215

，· · · となる．
pi の表示は format関数に桁数を指定して書くが13，ここでは小数点以下 n 桁とした．π の 1000桁の

近似値は有理数なので，連分数展開は有限回（1997回）の反復で停止する．pi1000が 10進数で 1000桁
の精度であるが，連分数展開で得られたこの数値に対する最良近似分数の分母も分子も 104 桁である．第
n近似分数

pn

qn
の誤差は，

1
q2
n

より小さく，分母の大きさの割に高精度である．

正則連分数は GCD アルゴリズムと同等なので，変数 y の有理数は既約である [7]．したがって LGCD1

を指定してコンパイルすると，不必要な GCD計算を行わないので格段に高速化される．

11π ; 3.14159 とすれば，3.14159 =
314159

100000
と表す．

12逆数は 1 を割ってもできるが，GCD 計算は不要なので inv 関数を使ったほうがよい．
13format 関数は指定された小数点以下の桁数まで 10 進小数で表示する．
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図 1: 連続する ki による包含

xn+1 を無視して an までとると第 n近似分数といい，ここでは kn =
pn

qn
と表記する．

k0 =
a0

1
=

p0

q0

k1 = a0 +
1

a1
=

a0a1 + 1
a1

=
p1

q1

k2 = a0 +
1

a1 +
1

a2

=
a0a1a2 + a0 + a2

a1a2 + 1
=

p2

q2

k3 = a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

a3

=
a0a1a2a3 + a0a1 + a0a3 + a2a3 + 1

a1a2a3 + a1 + a3
=

p3

q3

したがって

p0 = a0, q0 = 1

p1 = a0a1 + 1, q1 = a1

p2 = a0a1a2 + a0 + a2 = a2(a0a1 + 1) + a0 = a2p1 + p0, q2 = a1a2 + 1 = a2q1 + q0

p3 = a3(a0a1a2 + a0 + a2) + a0a1 + 1 = a3p2 + p1, q3 = a3(a1a2 + 1) + a1 = a3q2 + q1

これを続けると次の 3項漸化式が得られる．

pi = aipi−1 + pi−2, qi = aiqi−1 + qi−2 (17)

証明は帰納法で行う [8, p. 45]．式 (17)によって計算すれば，降順の反復を昇順で計算できる．
正則連分数はユークリッドの互除法と同じなので，連続する 2つの近似分数 ki−1 と ki によって，被近

似数を包含（inclusion）できる．図 1にこれを示す．これは次のように証明される [8, p. 46]．

Proof. 連続する 2つの近似分数 ki−1 =
pi−1

qi−1
， ki =

pi

qi
の分子と分母について

piqi−1 − pi−1qi = (−1)i−1 (18)

が成立する．これは，式 (18)の左辺の pi，qi に式 (17)を代入すると，下線部

piqi−1 − pi−1qi = (aipi−1 + pi−2)qi−1 − pi−1(aiqi−1 + qi−2) = −(piqi−2 − pi−2qi) (19)

がキャンセルして，添字がひとつ小さくなり，符号反転した式になる．したがってこれを続け

ると (−1)i−1 にゆきつくからである．
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式 (18)の両辺を qi−1qi で割ると

ki − ki−1 =
(−1)i−1

qi−1qi
(20)

が得られ，解（この場合は π）を交互に挟み込んで収束に向かう性質が証明される．

式 (19)の右辺の pi と qi に式 (17)を代入して添字をもうひとつ小さくする．

−((aipi−1 + pi−2)qi−2 − pi−2(aiqi−1 + qi−2)) = −ai(pi−1qi−2 − pi−2qi−1) = (−1)iai (21)

最後の等式は式 (18)を代入した．そこで両辺を qi−2qi で割って，

ki − ki−2 =
(−1)iai

qi−2qi
(22)

を得る．これから，偶数項または奇数項のみに着目すれば，それぞれが単調に収束に向かうこ

とも証明される．したがって不等式

k0 < k2 < k4 < · · · < π < · · · < k5 < k3 < k1 (23)

が成立する．

これによって「連続する 2項による区間 (ki−1, ki) または (ki, ki−1) が π を包含する」ことが言える．

3.2.2 円周率の計算

arctan x の連分数展開は次式で表される [8, p. 51]．

arctan x =
x

1 +
x2

3 +
(2x)2

5 +
(3x)2

. . .
. . .

2n − 1 +
(nx)2

. . .

(24)

この式は，べき級数によって定義されるガウス超幾何関数によって表された arctan を連分数展開して得
られる（この公式の導出の概略を付録に記した．詳しくは参考文献 [9]を参照されたい）．x = 1 とおくと
π

4
が得られ，

π

4
=

1

1 +
12

3 +
22

5 +
32

7 +
42

9 +
. . .︸︷︷︸
v5︸ ︷︷ ︸

v4

(25)

4倍すると π が得られる．
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なお，この形の連分数

a0 +
b1

a1 +
b2

a2 +
b3

a3 +
b4

a4 +
b5

a5 +
.. .

(26)

を一般の連分数という．bi = 1 の場合が正則連分数になる．
式 (25)の具体的な計算方法を考える．ai = 2i− 1，bi = (i− 1)2 と置いて i = 2, · · · , n，ただし b1 = 1
で考える．

はじめに末端の分数を vn と置いて，降順 i = n, n − 1, · · · , 2 に反復計算する方法を示す．式 (25)で，

v5 =
.. .，v4 =

42

9 +
. . .
とおけば，第 n近似分数を求める計算は

vi−1 =
i2

(2i + 1) + vi
(27)

を i が n − 1 から 2 まで反復して，最後に 4倍の処理を入れればよいことがわかる．
具体的に第 2近似分数の計算例を示す．

k2 =
4

a1 +
12

a2 +
22

5

=
4

1 +
12

3 +
22

5

=
4

1 +
12 · 5

3 · 5 + 22

=
4 · 19
19 + 5

=
76
24

= 3.16666 · · ·

第 3近似分数の計算例を示す．

k3 =
4

a1 +
12

a2 +
22

a3 +
32

7

=
4

1 +
12

3 +
22

5 +
32

7

=
4

1 +
12

3 +
22 · 7

35 + 32

=
4

1 +
12 · 44

3 · 44 + 28

=
160
51

= 3.1372549 · · ·

第 2近似分数 k2 は π より大きく，第 3近似分数 k3 は π より小さい．k0 = 4, k1 = 3 とおくと，ki は i

が偶数のとき π より大きく，奇数のとき π より小さい．なお，第 n近似分数，例えば
76
24
も，途中に現

れる分数，例えば
28
44
なども既約でないところが正則連分数と異なる．

正則連分数のように，第 i近似分数 ki =
pi

qi
と第 (i− 1)近似分数 ki−1 =

pi−1

qi−1
による区間が π を挟む

ことは，次のように証明される（連分数に関する標準的な整数論の教科書 [10]は，正則連分数について詳
しいが，一般の連分数については記載されていない．各等式の導き方は正則連分数の場合と同じ）．

Proof. 正則連分数の 3項漸化式 (17)に対応する式を示す．

pi = aipi−1 + bipi−2, qi = aiqi−1 + biqi−2 (28)

連続する 2つの近似分数に対する分子と分母の関係式 (18)は次のようになる．

piqi−1 − pi−1qi = (−1)n−1bibi−1 · · · b1 (29)

解を交互に挟み込んで収束に向かう性質を保証する式 (20)は次のようになる．

ki − ki−1 =
(−1)i−1bibi−1 · · · b1

qi−1qi
(30)
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偶数項または奇数項のみに着目すれば，それぞれが単調に収束に向かうことを証明する式 (22)
は次式に変わる．

ki − ki−2 =
(−1)iaibi−1bi−2 · · · b1

qi−2qi
(31)

bi は正の整数なので，π を連続する 2つの近似分数が包含する不等式 (23)が成立する．

式 (30)を i = 3 で確かめると，k2 − k3 =
76
24

− 160
51

=
1
34
であり，

b3b2b1

q2q3
=

(−1)29 · 4
24 · 51

=
1
34
である．こ

の式は，連続する 2項による区間の幅を与えることが分かる．

3項漸化式による昇順反復計算 分母と分子を独立に計算すると，それぞれは自然数なので，rational型
の変数を使っても，GCD計算は行わない．

int main() {
uint32_t n;
std::cout << "input n=" << std::endl;
std::cin >> n ;
rational p,q,p0,q0,p1,q1,u,v,x;
interval pi;
long long tstart0=gettime();

#ifdef LGCD1
longint::lgcd_p = longint::lgcd1;

#endif
p0=rational::FOUR; q0=rational::ONE;
p1=rational::TEN+rational::TWO; q1=rational::FOUR;
for(uint32_t i=2; i<=n; i++){

x=i;
p=(rational::TWO*x+rational::ONE)*p1+(x*x)*p0;
q=(rational::TWO*x+rational::ONE)*q1+(x*x)*q0;
p0=p1; q0=q1;
p1=p; q1=q;

}
std::cout << "loop time=" << (double)(gettime()-tstart0)/1000000. << "(sec)" << std::endl;

// longint::lgcd_p = longint::lgcd2;
u=p0/q0; v=p1/q1;
if(u<v){

pi=interval(u,v);
}else{

pi=interval(v,u);
}
std::cout << " pi="; formatprn(pi);
return 1;

}

formatprn関数によって，n = 2000 を与えた場合の結果を示す14．

2000項で計算した結果� �
3.14159265358979323 (1500 digits) 596023648066508830
3.14159265358979323 (1500 digits) 596023648066556961

� �
n = 2000 はすぐに計算が終了するが，10倍の n = 20000 項で計算すると，パソコンでは反復に 10秒ほ
どかかり，上記の 1500 digits が 15281 digits と表示される．-DLGCD1 を指定してコンパイルすると，反

復後の 2つの除算 u=p0/q0 と v=p1/q1 で約分しないので，桁数が大きいままで，その後の formatprn で

14formatprn 関数は，interval 型の変数の上限と下限の差から，10 進数での小数点以下の値の違う位置を調べて，その桁以下数
桁までを表示する．このとき同じ数は省略し，省略した桁数を表示する．
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計算時間を要する15．2000の場合は，p も q も 232 進数で 677 桁の，合計 1354桁が，約分された分数で
は 400桁に落ちる．20000の場合は，8825 桁の，合計 17650桁が，約分された分数では 4014桁に落ち
る．この桁数の削減をしないで formatprn で 10進変換すると遅くなるため，反復計算で GCDを省略し
ても，2つの除算では GCD計算は省略しないほうがよい．

降順反復計算 n を与えられたら，第 n近似分数の初項に最初の反復を行った中間解と，第 (n − 1)近似
分数の初項を interval型の変数に作り，ループ添字 i を n − 2 から 1 まで降順に反復する．

第 n近似分数 kn の初項は vn =
n2

2n + 1
であるから，反復計算式 (27) から，

vn−1 =
(n − 1)2

(2n − 1) +
n2

2n + 1

=
(n − 1)2(2n + 1)

n2 + (2n + 1)(2n − 1)

になる．一方，第 (n − 1)近似分数の初項は vn−1 =
(n − 1)2

2(n − 1) + 1
である．両者を有理数型の変数 u と t

に作成したら，大小比較して区間型の変数 v の下限と上限として格納する．ループの添字を i とすると，

(n − 2) から 1 まで降順に反復し，各反復では「これに (2i + 1) を加えてから i2 を割る」．ループ内の

z= · · · と v= · · · のステートメントは，interval型と rational型の算術演算なので，1ステートメントで
上限と下限に対して演算を行う．プログラム PiCfracAtanRint.cpp を示すが，この計算も，毎回GCDを
計算すると遅くなる．連分数から近似分数を求める計算は，桁数の小さな自然数の演算であり，これに対

し GCD計算がはるかに重い演算だからである．

uint32_t n;

double k;

std::cout << "input n=" << std::endl;

std::cin >> n ;

std::cout << "input k=" << std::endl;

std::cin >> k ; パラメータ k を与える
rational p,q,t,r,s,u,x,xx,tmp;

rational pit,piu;

long long tstart0=gettime();

#ifdef LGCD1

std::cout << "LGCD1 defined. USE lgcd1 for lgcd_p" << std::endl;

longint::lgcd_p = longint::lgcd1;

#endif

p=n*n; q=2*n+1; tmp=2u*(n-1u)+1u; t=p+q*tmp; // n^2+(2n+1)*(2n-1)

tmp=(n-1u)*(n-1u);

p=q*tmp; q=t; t=p/q; // t = (2n+1)*(n-1)^2 / (n^2+(2n+1)*(2n-1))

r=(n-1u)*(n-1u); s=2u*(n-1u)+1u; u=r/s; // u = (n-1)^2 / 2(n-1)+1

interval v; // interval 型変数
if( t >= u){

v=interval(u,t);

}else{

v=interval(t,u);

}

rational vlow=v.lower();

int lastdgts=getdgts(vlow); // set number of digits in lastdgts

for(uint32_t i=n-2; i>0; i--){

x=i; xx=x*x;

interval z=v+(rational::TWO*x+rational::ONE);

interval w=z.inv();

rational vlow=v.lower(); // lower number picked for getdgts();

if((double)getdgts(vlow)/(double)lastdgts >= k){ // check digits increase

longint::lgcd_p = longint::lgcd2;

v=w*xx;

longint::lgcd_p = longint::lgcd1;

vlow=v.lower(); lastdgts=getdgts(vlow); // set number of digits in lastdgts

15formatprn では内部で lgcd p=lgcd1 を指定しているが，引数の桁数が大きくなっているので遅くなる．
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}else{

v=w*xx;

}

}

std::cout << "loop finish. time=" << (double)(gettime()-tstart0)/1000000.<< "(sec)"<<std::endl;

vlow=v.lower(); rational vup=v.upper();

std::cout << "numdgts lower=" << getdgts(vlow) << " and upper=" << getdgts(vup) << std::endl;

v=v+rational::ONE;

interval y=v.inv();

longint::lgcd_p = longint::lgcd2; // FORCE lgcd2 for *4 operation

y=y*rational::FOUR;

std::cout << " pi="; formatprn(y);

#ifdef LGCD1

std::cout << "LGCD1 defined. USE lgcd1 for lgcd_p" << std::endl;

longint::lgcd_p = longint::lgcd1;

#endif

rational vl=y.lower();

std::cout << " num dgts of pi (after lgcd2) =" << getdgts(vl) << std::endl;

std::cout << "total time=" << (double)(gettime()-tstart0)/1000000.0 << "(sec)" << std::endl;

return 1;

}

そこで適当なパラメータ k を与えて，桁数の増加がこのパラメータを越えたときだけ lgcd2関数で変数

vを既約にする．getdgts関数は，与えられた有理数の分母と分子の 232 進数での桁数の和を返す．π の

近似値は interval型の変数 vに得られる．その下限を有理数型の変数 vlowに取り出し，桁数を lastdgts

に記憶する．反復で桁数は増加していくが，最後に既約にした状態から k 倍になったら約分する．

実測した範囲では k = 1.8 の近傍が適当であるようだ．n = 20000 の例では， k = 1.8 の場合は 20000
回中 21回 GCDを求めて約分する．

区間幅を指定した計算 π は無理数なので，π を含む区間の幅を指定して，反復がその区間幅まで狭めら

れたらその区間を返すように実装するのが便利である．この場合は式 (30)を使うと，反復中に
p

q
を計算

するよりも速い．プログラム PiCfracAtanRintX.cpp を示す．

uint32_t i,m;

rational bprod,spint,pint,p,q,p0,q0,p1,q1,u,v,x,xx;

interval pi;

#ifdef BYDIV

rational temp0,temp=rational::ONE;

#endif

std::cout << "input m=" << std::endl;

std::cin >> m;

spint=rational::ONE;

for(i=1; i<m; i++) spint = spint/rational::TEN;

long long tstart0=gettime();

longint::lgcd_p = longint::lgcd1;

bprod=rational::ONE;

p0=rational::FOUR; q0=rational::ONE;

p1=rational::TEN+rational::TWO; q1=rational::FOUR;

i=1;

for(;;){

i++; x=i; xx=x*x; bprod*=xx;

p=(rational::TWO*x+rational::ONE)*p1+xx*p0;

q=(rational::TWO*x+rational::ONE)*q1+xx*q0;

p0=p1; q0=q1; p1=p; q1=q;

#ifdef BYDIV

temp0=temp; temp=p/q;

if(i%2==1){

pint=temp0-temp;

}else{

pint=temp-temp0;

}

15



#else

pint=bprod/(q0*q1);

#endif

if(pint < spint) break;

}

std::cout << "loop finish. time=" << (double)(gettime()-tstart0)/1000000.<< "(sec)"<<std::endl;

std::cout << "i=" << i << std::endl;

std::cout << "digits of p=" << getdgts(p) << " digits of q=" << getdgts(q) << std::endl;

#ifdef LGCD1

longint::lgcd_p = longint::lgcd2;

#endif

u=p0/q0; v=p1/q1;

std::cout << "digits of v=" << getdgts(v) << std::endl;

if(u<v){

pi=interval(u,v);

}else{

pi=interval(v,u);

}

std::cout << " pi="; formatprn(pi);

まとめ ガウス超幾何関数によって表された arctan を一般連分数に展開した式によって π を，昇順と降

順のループ構成で計算してみた．連分数計算は有理算術演算の特長をよく表す計算である．昇順では自然

数である分母 qn と分子 pn を独立に反復計算するので，GCDは最後に
pn

qn
を求めるところで使用するだ

けである．降順では反復計算式 (27) の変数 vi が有理数なので，これを既約にするタイミングを最適化す

ることで高速化できる．

有理算術演算で初等関数を計算する場合，無理数解をユーザ指定の精度（区間幅）で求めて返す形で実

装したい．三角関数は引数を基本周期に還元する計算（argument reduction）が要求されるが，これには
高精度の π が必要である．したがって，三角関数の開発段階では，指定された区間幅を満たす π を含む

区間を返す関数が必要である．この要件には，昇順に計算すれば，区間幅が要求精度を満たしたところで

反復を打ち切るように実装できる．一方，降順では精度は最後にしかわからないので，要件を満たす実装

はやさしくない．このようなループ計算の特長は，浮動小数点演算では現れない有理算術演算に独特の性

質である．有理算術演算では，桁数の制御に GCD計算が必要で，この計算が本計算よりも重い場合に顕
著になる．

4 有理算術演算での丸め方式

有理算術演算で，非線形方程式 f(x) = 0 の解を求める問題を考える．解は一般的には無理数なので，
正確には得られない．そこで，解が 1つだけ存在する区間を interval 型の変数に包含（inclusion）し，こ
の区間を縮小反復して，必要な精度まで解を追い込む．浮動小数点演算では，縮小反復には「2分法」や

「挟み撃ち法」を用いることが多い．2分法は，解の存在する区間 (a, b) の中点 c =
a + b

2
で関数値を求

め，p(a) · p(c) < 0 なら区間 (a, c) を，p(c) · p(b) < 0 なら区間 (c, b) を選択する．したがって，反復ごと
に区間幅を半分にしてゆける．挟み撃ち法は，2点 (a, f(a)) と (b, f(b)) を直線で結び，2分法の中点の代
わりに x 切片

c =
af(b) − bf(a)
f(b) − f(a)

(32)

を次の反復での新たな a または b として採用する．

有理算術演算で両者を試してみると，浮動小数点演算の場合とは計算時間の比が全く異なり，2分法が
圧倒的に高速である場合がある．この理由は，有理数の分母・分子を，多桁数 an, ad を用いて a =

an

ad
の
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d

dl du

dl du

dldu

a b

図 2: d を含む精度による 3通りの区間 (dl, du)

ように記述すると，c =
anbd + adbn

2adbd
で，ad と bd が 2のべき乗の場合，c の分母も 2のべき乗が維持さ

れるからである．しかし挟み撃ち法は f(b) − f(a) で割るので，分母が 2のべき乗ではなくなる．このた
め，桁数の増大に加えて，GCD計算に時間を要するようになり，遅くなって使用に耐えない．
区間を縮小反復する場合，両端点は正確である必要はない．「有理数計算プログラミング環境」では，有

理数 x =
xn

xd
を，分母が 2のべき乗の有理数 y =

yn

2k
に丸める roundrat(x,m) 関数を用意した．つまり，

与えられた精度の 2進数への丸めである．有理数 x =
xn

xd
と分母の 2のべき k を与えると，y の分子を

区間

yn =
(
�2kxn

xd
�, �2kxn

xd
�
)

= (ynl, ynu) (33)

で求めて，y =
(ynl

2k
,
ynu

2k

)
を区間で返す．記号 �x� は x を，最も近い小さいほうの 2進数に丸め，記号

�x� は x を，最も近い大きいほうの 2進数に丸める．
挟み撃ち法で得られた式 (32)による座標値を d とする．roundrat 関数は 2進数の精度を指定されると，

d を挟む 2つの 2進数を interval 型の変数の上下限として返す．2進数
a

2k
のスクリーン幅は，2 のべき

k が１つ大きくなると半分になる．図 2に，区間 (a, b) 間に d が得られたとき，これを含む 2進数のスク
リーンを 3通りの精度で示した．roundrat関数に指定する精度によって，返される区間 (dl, du) も 3通り
になる．上の区間 (dl, du) に対して，中の区間は 2倍の精度を指定した場合，下の区間は 4倍の精度を指
定した場合である．d は任意の有理数であるが， dl, du は分母が 2のべき乗，つまり 2進数の有理数で
ある．

得られた区間を使って，2分法と挟み撃ち法を折衷した方法を採用した．精度は d − a と b − d の小さ

いほうの小数点以下のビット数を基準に与え16，(dl, du) を得たら，d が区間 (a, b) で a に近い場合は，

h = du − a として，a + h, a + 2h. a + 4h. a + 8h. · · · と h を倍々に増やして f(a) · f(a + 2kh) < 0 とな
る k を探す．d が区間 (a, b) で b に近い場合は，h = b − du として，b − h, b − 2h. b − 4h. b − 8h. · · ·
と h を倍々に増やして f(b) · f(b − 2kh) < 0 となる k を探す．包含が成立した a + 2kh または b − 2kh

を次の反復解 c とする．

具体的な数値例を紹介する．式 (32)で得られる x 切片の座標値は，特性多項式 f(x) の係数が 300桁
を超える整数になっており，分子 af(b) − bf(a) の桁数は大きく，さらに分母に f(b) − f(a) があるため，
分母・分子が 1435 桁になっている．

d = −66361(1425 digits )59873
28355(1425 digits )69856

= −2.340375387850571 · · · (34)

16roundrat が 210 = 1024 の倍数を引数で指定するので，ビット数を 10 で割ることで，10の 3乗と 2進と 10進の違いを丸め
て合わせている．後述する例では，d − a = 8.5 × 10−18 のとき log2(8.5 × 10−18) = −56 程度になるので，nprec = 11 になり，
(210)11 が分母になる．
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これを roundrat 関数で丸めて次の区間を得る．

(dl, du) =
(
−30379(24 digits )84523

12980(24 digits )05024
,−15189(23 digits )92261

64903(22 digits )52512

)
　

=
(
−30379(24 digits )84523

2110
,−15189(23 digits )92261

2109

)
= (−2.340375387850571 · · · ,−2.340375387850571 · · · ) (35)

倍精度の 17桁では差異は現れない．
区間 (a, b) で，式 (34)の d と式 (35)の dl と du の間には

a < dl < d < du < b (36)

の関係が守られれば (dl, du) は高速化に都合のよいように選ぶべきである．ここでは「分母 2べき」を選
び，桁数も 1435 から 34 桁に減らした．
この 2分法と挟み撃ち法を折衷した方法により，行列要素がすべて整数の対称行列の特性多項式の解を，
必要なだけ高精度に高める計算に用いた17．特性多項式の係数は，有理算術演算で正確に求めるが，特性

方程式の解は浮動小数点演算で近似解を得る（有理数変換すれば「分母 2べき」である）．特性多項式の
値は加減算と乗算だけで評価できるので，分母 2べきは保存される．近似解でも包含が成立すれば，2分
法やここで述べた方法で必要なだけ高精度化することが可能であり，整数性から因数分解の代替となる因

子探しができる [11]．測定されたデータを当て嵌めて逆問題を解くように，近似固有値を当て嵌めること
で因子探しにより因数分解を代替できる．このときの精度は 200桁以上に及ぶ．すべて（26個）の精度改
良を 2分法で行うと，17000回以上の反復が必要になるが，ここで述べた方法ではこれを 800回程度に減
らすことができ，精度改良の時間を半分以下（43秒から 20秒）にすることができた．

まとめ 計算式が加減算と乗算だけ（除算なし）で，入力データが倍精度浮動小数点数を有理数変換した

数の場合は，有理数が「分母 2べき」を保持すると計算速度を高められる．そのためには有理数から区間
を得るとき，区間端を「分母 2べき」に丸めることが高速化に効果がある．

5 まとめと今後の課題

本論文では，有理算術演算で数値計算を行う場合に，ホットスポットとなりやすい GCD 計算に焦点を
あてていくつかの事例を紹介した．浮動小数点演算で使用される数値計算アルゴリズムを有理算術演算で

使用すると，GCD計算がどのように活躍するかを，小さな例で桁数膨張を紹介した．一方，桁数が激し
く減る文脈もあることも紹介した．さらに連分数計算で，GCD計算を省略したほうが速くなる計算もあ
ることを紹介した．

無理数解を追究する場合，区間算術演算を使用するが，数式が加減算と乗算だけで構成される場合は

「分母 2べき」は保存される．倍精度浮動小数点計算で得られた近似値は 2進数なので，有理数変換する
と「分母 2べき」である．この数を整数性を利用できるまで精度改善する部分では，区間端点の値を適当
な精度の 2進数に丸めて，2進 GCDアルゴリズムの高速性を利用すると効果があることを確かめた．
今後の課題として，初等関数の実装を試してみたい．
172 次元トラス構造解析プログラム CT2D が倍精度演算で生成した行列の固有値問題の多重度解析に使用した [5]．行列の次数
は 26 で，拘束条件をもたない正方形状の構造で，理論的には 3つの零固有値（多重度 3）と 6組の重根が存在する．有理算術演算
による多重度解析では零固有値は零ではなく，丸め誤差に起因する小さな値をもち，これを含めて 7 組の重根が存在することが分
かった．しかし CT2D を生成するときのコンパイラの最適化オプションを指定すると，重根は消えた．多重度解析では，行列を有
理数変換し，行列要素の分母の LCMを掛けた整数行列に対し，特性多項式を求める．倍精度演算で得られた行列の固有値の近似値
を，包含を成立させ，精度改良によって，候補を根と係数の関係公式に代入し，得られる多項式係数の整数性から因子の候補を探す
ことができる．候補は特性多項式を割り切るかどうかで，因子か否か判定できる．ここで述べる計算は，次数 26 で 26 個の固有値
が（最適化オプションの影響で重根が消滅して）単根として得られるケースで，特性多項式が p26(λ) = r1(λ)s12(λ)t13(λ) と因数
分解されるときの 12 次と 13 次の因子 s12(λ) と t13(λ) を整数性を用いて探すところに用いた．
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付 録

A ガウス超幾何関数による逆正接関数の連分数展開

ガウスによる超幾何級数の連分数展開を用いて得られる公式について補足する．実数 αと自然数 n に
対して，セミコロンを用いた表記で，

(α;n) = α(α + 1) · · · (α + n − 1)

とおく．さらに， (α; 0) = 1 とする．(1;n) = n! である．α, β, γ �= 0,−1,−2, . . . に対して，べき級数

F (α, β, γ;x) =
∞∑

n=0

(α;n)(β;n)
(γ;n)n!

xn (37)

は | x |< 1 において収束する．

Proof. an =
(α;n)(β;n)

(γ;n)n!
とおけば，

an

an+1
=

(α;n)(β;n)(γ : n + 1)(n + 1)!
(α;n)(β;n + 1)(γ;n)n!

=
(γ + n)(n + 1)
(α + 1)(β + 1)

=

(γ

n
+ 1
)(

1 +
1
n

)
(α

n
+ 1
)(β

n
+ 1
)

より，収束半径は lim
n→∞

an

an+1
= 1である．

このべき級数によって定義される関数 F (α, β, γ;x) をガウスの超幾何関数と呼ぶ．パラメーター α, β, γ

に特別な値を与えることによって，いろいろな初等関数が超幾何関数を用いて表せる．例えば，

F (α, 0, α;x) =
∞∑

n=0

(0;n)
n!

xn = 1,

F (α, β, β;x) =
∞∑

n=0

(α;n)
n!

xn =
∞∑

n=0

(−α

n

)
(−x)n = (1 − x)−α

xF (1, 1, 2;x) =
∞∑

n=0

n!n!
(n + 1)!n!

xn+1 =
∞∑

n=0

1
n + 1

xn+1 = − log(1 − x)

xF

(
1
2
, 1,

3
2
;−x2

)
=

∞∑
n=0

1
2n + 1

(−1)nx2n+1 = arctan x (38)

また，α = γ = 1，β → ∞ の極限をとれば

ex = lim
β→∞

F

(
1, β, 1;

x

β

)
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式 (38)は次のように導くことができる．

xF

(
1
2
, 1,

3
2
;−x2

)
= x

∞∑
n=0

(
1
2 ;n
)
(1;n)(

3
2 ;n
)
n!

(−x2)n

= x

∞∑
n=0

(
1
2 · 3

2 · · · 2n−1
2

)
(1 · 2 · · ·n)(

3
2 · 5

2 · · · 2n+1
2

)
(1 · 2 · · ·n)

(−1)nx2n

= x

∞∑
n=0

1
2n + 1

(−1)n · x2n =
∞∑

n=0

1
2n + 1

(−1)n · x2n+1

一方， tan−1 xのテイラー展開は， tan−1 xを微分すると
1

1 + x2
= 1−x2 +x4−x6 + · · · =

∞∑
n=0

(−1)nx2n

であることから，これを積分して x − x3

3
+

x5

5
− · · · =

∞∑
n=0

1
2n + 1

(−1)n · x2n+1 である．

超幾何関数の定義から，次の関係式を導くことができる．

命題 1 ：ガウスの隣接関係式（contiguity relation）

F (α, β, γ;x) = F (α, β + 1, γ + 1;x) − α(γ − β)
γ(γ + 1)

xF (α + 1;β + 1, γ + 2;x) (39)

F (α, β, γ;x) = F (α + 1, β, γ + 1;x) − β(γ − α)
γ(γ + 1)

xF (α + 1;β + 1, γ + 2;x) (40)

Proof. 式 (39)の右辺は

∞∑
n=0

(α;n)(β + 1;n)
γ;n)n!

xn − α(γ − β)
γ(γ + 1)

x

∞∑
n=0

(α + 1;n)(β + 1;n)
(γ + 2;n)n!

xn

初項をそろえるため (β + 1;n) =
(β;n + 1)

β
=

(β;n)(β + n)
β

や (γ + 2;n) =
(γ + n + 1)(γ;n + 1)

γ(γ + 1)
など

の置き換えを行うと

=
∞∑

n=0

γ(β + n)(α;n)(β;n)
β(γ + n)(γ;n)n!

xn −
∞∑

n=0

(γ − β)(α;n + 1)(β;n + 1)
β(γ + 1 + n)(γ;n + 1)n!

xn+1

となるが，第 2項の n + 1 を n にすると，総和を n = 0 からを n = 1 からにできる．

=
∞∑

n=0

γ(β + n)(α;n)(β;n)
β(γ + n)(γ;n)n!

xn −
∞∑

n=1

(γ − β)n(α;n)(β;n)
β(γ + n)(γ;n)n!

xn

第 1項の総和の n = 0 の定数項は 1 なので

= 1 +
∞∑

n=1

(
γ(β + n) − (γ − β)n

β(γ + n)

)
(α;n)(β;n)

(γ;n)n!
xn

= 1 +
∞∑

n=1

(α;n)(β;n)
(γ;n)n!

xn = F (α, β, γ;x)

F (α, β, γ;x) = F (β, α, γ;x) に注意すれば，式 (39)で α と β を交換することによって式 (40)を得る．

(39)の両辺を F (α, β + 1, γ + 1;x) で割れば，

F (α, β, γ;x)
F (α, β + 1, γ + 1;x)

= 1 − α(γ − β)
γ(γ + 1)

x
1

F (α, β + 1, γ + 1;x)
F (α + 1, β + 1, γ + 2;x)
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同様に (40)で (α, β, γ) を (α, β + 1, γ + 1) で置き換えて，

F (α, β + 1, γ + 1) = F (α + 1, β + 1, γ + 2;x) − (β + 1)(γ + 1 − α)
(γ + 1)(γ + 2)

xF (α + 1, β + 2, γ + 3;x)

この両辺を F (α + 1, β + 1, γ + 2;x) で割れば，

F (α, β + 1, γ + 1;x)
F (α + 1, β + 1, γ + 2;x)

= 1 − (β + 1)(γ + 1 − α)
(γ + 1)(γ + 2)

x
1

F (α + 1, β + 1, γ + 2;x)
F (α + 1, β + 2, γ + 3;x)

したがって，

(α, β, γ;x)
F (α, β + 1, γ + 1;x)

= 1 −
α(γ − β)
γ(γ + 1)

x

1 −
(β + 1)(γ + 1 − α)

(γ + 1)(γ + 2)
x

F (α + 1, β + 1, γ + 2;x)
F (α + 1, β + 2, γ + 3;x)

(α, β, γ) を (α + 1, β + 1, γ + 2)で置き換えることを繰り返せば，

F (α, β, γ;x)
F (α, β + 1, γ + 1;x)

= 1 +
a1

1 +
a2

. . .
. . .

1 +
a2nx

F (α + n, β + n, γ + 2n;x)
F (α + n, β + n + 1, γ + 2n + 1;x)

(41)

ここで

a1 = −α(γ − β)
γ(γ + 1)

, a2 = − (β + 1)(γ + 1 − α)
(γ + 1)(γ + 2)

であり，(α, β, γ)を (α + n − 1, β + n − 1, γ + 2n − 2)で置き換えることによって，n ≥ 1に対して

a2n−1 = − (α + n − 1)(γ + n − 1 − β)
(γ + 2n − n)(γ + 2n − 1)

(42)

a2n = − (β + n)(γ + n − α)
(γ + 2n − 1)(γ + 2n)

(43)

定理 2 ：超幾何関数の比 F (α, β, γ;x)/F (α, β + 1, γ + 1;x)は，| x |< 1 における有理型関数として，連
分数展開

F (α, β, γ;x)
F (α, β + 1, γ + 1;x)

= 1 +
a1x

1 +
a2x

1 +
a3x

1 +
a4x

1 +
. . .

を持つ．ここで，係数 a2n−1, a2n は (43)によって与えられる．特に α, γ =
1
2
，β = 0 とすれば，

F

(
1
2
, 0,

1
2
;−x2

)
= 1, xF

(
1
2
, 1,

3
2
;−x2

)
= arctan x
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であるから，定理 2より，

1
x−1 arctan x

= 1 +
− a1x

2

1 +
− a2x

2

. . . +
. . .

1 +
− a2nx2

1 +
. . .

この逆数をとってから18，両辺に x をかければ，

arctan x =
x

1 +
−a2x

2

. . . +
. . .

1 +
−a2nx2

1 +
. . .

ここで，

a2n−1 = −

(
1
2

+ n − 1
)(

1
2

+ n − 1
)

(
1
2

+ 2n − 2
)(

1
2

+ 2n − 1
) = − (2n − 1)2

(4n − 3)(4n − 1)

a2n = −
n

(
1
2

+ n − 1
2

)
(

1
2

+ 2n − 1
)(

1
2

+ 2n

) = − (2n)2

(4n − 1)(4n + 1)
, n ≤ 1

したがって，

−an =
n2

(2n − 1)(2n + 1)
, n ≤ 1

とまとめられる．以上によって，| x |< 1 における正則関数として，arctan x の連分数展開

arctan x =
x

1 +

x2

1 · 3

1 +

(2x)2

3 · 5

1 +

(3x)2

5 · 7
. . .

. . .

1 +

(nx)2

(2n − 1)(2n + 1)
. . .

=
x

1 +
x2

3 +
(2x)2

5 +
(3x)2

. . .
. . .

2n − 1 +
(nx)2

. . .

(44)

をえる．この右辺の連分数は，実数の閉区間 [0, 1]において，連続関数の一様収束極限であることがわか
るから，[0, 1] における連続関数を表す．したがって，式 (44)の両辺で x → 1− 0とすれば，arctan 1 =

π

4

181 +
−a1x2

Y
とおいて，通分して

Y − a1x2

Y
の逆数は

Y

Y − a1x2
で，分母，分子を Y で割ると

1

1 − a1x2

Y

23



であるから，πの連分数展開

π =
4

1 +
12

3 +
22

5 +
32

7 +
42

9 +
. . .

(45)

を得る．
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