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第�章 序論

��� 背景

数値計算が-数学の応用上に重要な意味をもつことはいうまでもない�もちろん-

数学とは数値計算のことと思ったり-逆に数値計算などは純粋数学者の関与すると

ころではない-というような誤解ないしは偏見も-ないではなかったようである�も

ともと数値計算という分野は-計算の精度と手間という相反する要求を調和させよ

うとして生まれてきたものである�理論的に美しい方法が案外役にたたず-実際の

問題を解く必要上-やむをえず考え出された苦しまぎれの方法が-かなりの部分を

しめていることは事実である�そして-いずれにせよ-実際に計算を実行するには-お

びただしい手間と時間が必要であった�対数表の発見-計算機の発明など-そういっ

た労苦の緩和に大きな役割を果たしたことはいうまでもないが-科学の進歩につれ

て-計算の労力は増加する一方であった�

近年になって-電子計算機の異常なまでの急激な進歩により-こうした事情もか

なり変わってきた�もちろん電子計算機といえども-限度がある�現存する世界一の

計算機でも-まだ十分でない問題もある�しかし-かつては夢にすぎなかった大計算

が-あいついで現実のものとなってきていることも事実である�もはや電子計算機

を抜きにした数値計算論は-過去のものとなったといってよいであろう�

しかしそのために-これまで問題にならなかった新しい種類の問題が発生してき

た�事実人間がみれば何でもなく解ける方程式を-機械的に公式にあてはめて電子

計算機にかけると-とんでもない答えがでてくる例もいろいろ報告されている�ま

たこれまで実用には不適当だと考えられていた公式や計算法が-新しく電子計算機

のためにみなおされた例もある�なぜなら-四則演算の結果はそのつど四捨五入に

�



よって丸められ-極限を含む無限演算はすべて有限演算で近似して行われてしまう

からだ�したがって計算結果は-常にある程度の誤差をともなっている�そこで-計

算結果から正しい結論を得るためには-この計算結果に含まれている誤差を評価し

て真の値の範囲を確定することが必要となる�

これに対し-真の値を含む区間を数とみなす区間解析の概念が導入され-丸め誤

差が存在する浮動小数点演算を用いても-数学的に正しい結果を数値計算により導

く原理が示された�この概念は活発に研究され-その結果いろいろな成果が得られ

たが-一方では-単に浮動小数点演算を区間演算に置き換えると-多くの場合区間の

幅が大幅に増大し-意味ある結論が得られないことがわかった�

この困難を解消する方法として-平均値形式などの関数の評価に微分係数の区間

評価を用いる方法や-近似解が得られた後にその周りで ./��� 反復作用素に対し

て縮小写像原理が成り立つかどうかにより区間演算で数値的に検証する方法が示

された�その結果-真の解を含む区間を縮小させることも可能となり-数値計算の誤

差を厳密にかつシャープに評価することが原理的に可能であることがさまざまな

例から明らかにされてきた�

この区間解析の例を始め-近年能力が大幅に向上してきた計算機を利用すること

により-連続数学の問題の真の解の存在を証明したり-真の解の誤差範囲が保証さ

れた精度のよい近似解を得る数値計算を精度保証つき数値計算という�浮動小数点

数演算における丸め誤差を含む演算結果の保証が理論的にも実用的にも高い精度

で効率よく実現できることが明らかになり-計算の信頼性という問題は-数学とし

ての数値解析の観点からようやく取り上げられることとなった�これは単に丸め誤

差を厳密に評価するということだけにとどまらず-科学技術計算の元となった数値

解析アルゴリズムそのものに影響を与え-さまざまな数理科学上にあらわれる問題

の解を-数学的な厳密さで検証する方向にまで展開しつつある�

このように-精度保証付き数値計算は計算の信頼性の立場から見た今後の科学技

術の計算法のあるべき一つの方向として考えられようとしている�近い将来-数値

計算に精度保証を付加するのが日常的になることも考えられる�いずれにせよ-精






度保証付き数値計算の分野は-いま大きな転換期に面しており-新しい飛躍が望ま

れているように思われる�

��� 本論文の目的

現代の数値解析技術における精度保証付き数値計算の十分たる必要性は-���節

に述べた内容などからも明らかである�例えば-ベクトルの内積計算や-連立一次方

程式の解を精度保証付きで求めることができるようになった�

本論文では-有限次元線型方程式（連立一次方程式）の解の精度保証付き数値計

算法に着目した�その中でも-�������行列という特殊な形をした行列を対象に-そ

の専用アルゴリズムを開発することによって-従来よりもさらに高速に精度保証を

行うことを目的としている�

実際にランダムな�������行列を生成し-精度保証のための定理を用いて精度保

証を行い-その計算量の検証-考察を行う�また-�������行列の性質を �パターンに

分け-それぞれに最適なアルゴリズムを用いることにより-高速精度保証を行う�

��� 本論文の構成

本論文の構成は以下の通りである�

第 � 章 「精度保証の準備」では-精度保証付き数値計算を行うための準備とし

て-浮動小数点数システム-区間演算-精度保証の基本的概念について論じる�

第 � 章「精度保証の方法」では-連立一次方程式の近似解の数値計算法や-精度

保証のための定理について述べ-連立一次方程式の解の精度保証法について論じる�

第 �章「�������行列の逆行列およびその積の計算アルゴリズム」では-�������

行列を用いた連立一次方程式を高速化するためのアルゴリズムの概要について論

�



じる�

第 � 章 「高速精度保証の実装と結果」では-実際に連立一次方程式を用いた解

の精度保証付き数値計算を実装し-その結果を示す�

第 � 章「結び」では-本論文のまとめ-および結果の検証を行い-新たな成果・問

題点・今後の課題を記述する�
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第�章 精度保証の準備

��� 浮動小数点数

����� はじめに

本章では浮動小数点数とは何かを明らかにしていく�浮動小数点数を利用して近

似計算（数値計算）したり-その結果を検算（精度保証）するためである�浮動小数

点数システムについては-0111標準 ���*0111 ����2��2 ���-以降 0111���と略記

する,がパソコンやワークステーションなどをはじめとして多くのコンピューター

で標準的に用いられている�

ここでは 0111推奨方式 ���に基づく �進数浮動小数点数システムを考えること

にする�これは 0111���が理論的にも優れたシステムで-その骨格となる仮定を満

たす他の浮動小数点数システムでも以下の議論は同様に成立するからである�

����� 浮動小数点数

0111 ��� では � つのタイプの数が用意されている�それは規格化 � 進浮動小数

点数-零-非規格化 � 進浮動小数点数-.�. * .�� � .���� - 非数 , である�

� 進規格化浮動小数点数

� 進規格化浮動小数点数とは

� + �
�
��
�
3

��
��
3

��
��
3 � � �3 ��

��

�
� �������� *�� + 	または �, *���,

��



と書ける数をいう�

	 +
��
�
3

��
��
3

��
��
3 � � �3 ��

��
*���,

を符号付き仮数 *��4�2 ��������, といい-� を指数 *5�����, という�指数

� も � 進数の整数で表される�通常-浮動小数点システムには-単精度 *�����,-

倍精度 *������,-拡張倍精度 *���� ������,があり-それぞれの ���数の内訳は

以下のとおりとなっている� なお-上の指数部の値を ��とすると式 *���,の �

表 ���6 浮動小数点システムにおける精度と ���数の関係

精度 全長 符号 指数部 仮数部 指数部の ����

����� ����� ���� 
��� ����� ���

������ ����� ���� ����� ����� �	��

���� ������ 
	��� ���� ����� ����� ���
�

の範囲は � � � � ��� � �となっている�また-� + 	� ��� � �のときは次のよう
に定められている�

� + 	� 	 + 	 � � + 	 *���,

� + 	� 	 �+ 	 �非正規化数 *���,

� + �	��� 	 + 	 � � + �	 *���,

� + �	��� 	 �+ 	 � ��� *���,

倍精度規格化 � 進浮動小数点システムにおいて表される数の絶対値の最大値

��



と最小値は

���*正規化数, + *����� � � ��,� ����������

+ ����� � ���


+ �	�����	 *���,

���*正規化数, + *��			 � � �	,� �������

+ ������


+ �	������	 *��
,

である�

��� � ���*正規化数, のときにオーバーフロー *�"�7�/, が生じたという�

零

零は規格化されて-式 *���,より

3

�
	

�
3
	

��
3
	

��
3 � � �3 	

��

�
�� *���,

と表される�

非規格化 � 進浮動小数点数

式 *���,のように 0111 ��� では浮動小数点数は指数部が 	 となったとき-仮

数部の最初の桁が � より小さい数を表すために-デフォルトで最初の桁を �

とすることをやめ-ここが 	 となる数を置くことを許す規格となっている�こ

れを非規格化数 *2��������2 �����, という�非規格化数の範囲に数が入

ることを-漸近アンダーフロー *4��2��� ��2�7�/, という�

倍精度規格化 � 進浮動小数点システムにおいて表される数の絶対値の最大値

��



と最小値は

���*非正規化数, + *	���� � � ��,� ������

+ ������ � ������


+ �	������	 *���	,

���*非正規化数, + *	�		 � � �	�,� ������

+ ������


+ �	������� *����,

である�

��� � ���*非正規化数, のときにアンダーフロー *��2�7�/, が生じたと

いう�

���

このほかに-0111 ��� ではつぎのような特別な数が用意されている�

*�, 式 *���,で表される 	 はアンダーフローか �	 での割り算の結果とし
て得られる�

*�, 式 *���,で表される�	 はオーバーフローの結果や零で割った結果とし
て得られる�

*�, 式 *���,で表される.�.*.�� � .����, は
����		 �	�	 など不当

な演算の結果として得られる�

マシンイプシロン �������� �	��
���

マシンイプシロン �は-「*�より大きな最小の浮動小数点数,#�」として定義

され-その値は

� + *��		 � � �	�,� �� � � + ��	� 
+ �	��	��	 *����,

となっている�

��



����� 浮動小数点数と丸め

0111 ��� では-つぎの � つの丸めのモードが指定できる�� を実数 *� � �, と

する�

上向きの丸め ��� �!  	"��!�

� 以上の浮動小数点数の中で最も小さい数に丸める�これを  6 � � � と表

す�アルゴリズムでの表記は  � とする�

下向きの丸め ��� �! !�"�"��!�

� 以下の浮動小数点数の中で最も大きい数に丸める�これを � 6 � � � と表

す�アルゴリズムでの表記は �8$. とする�

最近点への丸め ��� �! �� ��������

� に最も近い浮動小数点数に丸める�これを □ 6 � � � と表す�アルゴリズ

ムでの表記は .19: とする�もし-このような点が � 点ある場合には-仮数

部の最後のビットが偶数である浮動小数点数に丸める�これを偶数丸め方式

*����2 �� "�, という�

切り捨て ��� �! ��"��! ��

絶対値が � 以下の浮動小数点数の中で-� に最も近いものに丸める�アルゴリ

ズムでの表記は ;1:8 とする�

����� 浮動小数点数の性質

丸めの演算を写像として � 6 � � � と書く�すなわち-� は ���□ のいず

れかと考える�0111 ��� では-丸めの演算は任意の � � �についてつぎの条件を満

たす�

�� + �

� � � ��� � ��

��



また-� � � のとき-符号を変えることにより-�� や ��� が得られるので-これらは
正確に計算される�また-0111 ��� では-任意の � � �についてつぎの性質が成立

する�

□ *��, + �□ �

*��, + ��

�*��, + ��

0111 ��� では-浮動小数点数演算 *� 上での四則演算, は丸めとの関係により-つ

ぎのように定義されている� � � �3����� �� - � � ����□ � のとき

��� � +�*� � �,� *任意の �� � � �について,

この式は-左辺の浮動小数点数の四則演算の結果 ��� �は-右辺の数学的に正しい
*実数としての,四則演算の結果 � ��を指定された丸めを行って得られた数�*� ��,
に一致するように計算することを表している�

また-平方根も *
�
�,�� +�*��,� *任意の � � � について,と-浮動小数点数演

算によって計算された平方根 *
�
�,�� は-正確な実数演算で計算された平方根

�
�

を指定された丸めの方向へ丸めた数となる�注意すべきことは-指数関数や三角関

数などはこのような規格を満たしていない�つまり-初等関数の値を精度保証付き

で求めるためには工夫が必要なのである�

��� 区間演算

����� はじめに

連続数学の問題で解が実数で与えられるものを考える�浮動小数点数を用いた数

値計算では-真の解そのものを計算することは一般に不可能である�そこで-真の解

の下限を与える浮動小数点数と上限を与える浮動小数点数を計算する�もし-上限

と下限の数値が小数点以下 �	 桁まで一致すれば-真の解の小数点以下 �	 桁まで

��



計算できたことになる�つまり-精度保証付き数値計算の基本的な原理は浮動小数

点数を両端とする区間の中に連続数学の問題の解を包み込むということである�こ

の考え方は実数値で与えられる真の値の上限と下限を浮動小数点数により計算し

ようとするものであり-区間解析 *����"�� ��������,と呼ばれ-数学的理論と密接な

関係がある�

区間解析では-区間を数の拡張と考える�そして-その四則演算が定義される�こ

れを区間演算という�区間演算を浮動小数点数システムの上で展開するものを機械

区間演算という�機械区間演算の概念は-精度保証付き数値計算の方法と密接に関

連するものである�

����� 四則演算の定義

まず-実数上での演算を仮定する区間演算の概念を説明する� 区間解析において

区間とは

'�� �( + �� � ��� � � � �� *����,

と表される閉区間であるとする�ただし- � � � � � で-それぞれ区間の下端-上端

とする�以下-記号の節約のため

'�( + '�� �( *����,

と区間を表し-区間 '�( と単に書けば-それは '�( + '�� �( を表すものとする�� + �

となる区間 '�( を点区間 *����� ����"��,という�点区間は実数であるので-点区間

'�( の表す実数を � と書くことにする�

区間 '�( について以下を定義する�

�*'�(, + �� �

�*'�(, +
�� �

�

	*'�(, +
�3 �

�
*����,

��



�*'�(,� �*'�(,� 	*'�(,をそれぞれ区間 '�(の直径 *2�����,-半径 *��2���,-中心 *��#

��,という�

区間 '�( の最小絶対値と最大絶対値をそれぞれつぎで定義する�

�'�(� + ������� � � � '�(�

�'�(� + ��5���� � � � '�(� + ��5����� ���� *����,

�つの区間 '�(� '�( の距離を

�*'�(, + ��5���� ��� ��� ��� *����,

で定義する�

� つの区間 '�(� '�( が与えられたとき-その � つの区間の四則演算をつぎで定義

する�

'�( Æ '�( + �� Æ � � � � '�(� � � '�(� *���
,

ただし-Æ � �3����� �� である�これを区間演算 *����"�� ����<����,という�この

定義では-区間演算は無限回の実数演算をしないと実行できないような印象を与え

るが-実はつぎが成立する�

'�( 3 '�( + '�3 �� �3 �(

'�(� '�( + '�� �� �� �(

'�(� '�( + '������� ��� ��� ������5���� ��� ��� ���(

'�(= '�( + '�(�
�
�

�
�
�

�

�
� *	 �� '�(, *����,

これから区間演算が有限回の実数演算で実行できることがわかる�乗算 *表 ���,と

除算 *表 ���,においては�場合分けにより-より少ない手間で計算するつぎのよう

な計算規則も簡単に導ける�

�




表 ���6 区間 '�(� '�( の乗算 '�('�(

� � 	 � � 	 � � 	

� � 	 '��� ��( '��� ��( '��� ��(

� � 	 '��� ��( '������� ������5���� ���( '��� ��(

� � 	 '��� ��( '��� ��( '��� ��(

表 ���6 区間 '�(� '�(の除算 '�(�'�(

� � 	 � � 	

� � 	 '���� ���( '���� ���(

� � 	 '���� ���( '���� ���(

� � 	 '���� ���( '���� ���(

����� 区間演算の性質

区間演算については-包含関係における単調性

'�( � '��(� '�( � '��(� '�( Æ '�( � '��( Æ '��(� *Æ � �3����� ��, *���	,

が成立する� また-加法と乗法に関し-交換則と結合則が成立する�

'�( Æ '�( + '�( Æ '�(� *Æ � �3���,

'�( Æ *'�( Æ ' (, + *'�( Æ '�(, Æ ' (� *Æ � �3���, *����,

しかし-加法と乗法の逆元は存在しない�すなわち-�'�( + '�����( であるが

	 + '	( � '�(� '�( + '�� �� �� �(

� + '�( � '�(�'�( *����,

となることがわかる�上式で等号は '�( が点区間のときのみ成立する�

��



また-分配則も区間演算に対しては成立しない�そのかわりつぎの劣分配則が成

立する�

'�(� *'�( 3 ' (, � '�(� '�( 3 '�(� ' ( *����,

この式で等号は-例えば区間 '�( と ' ( が同じ符合をもつときに成立する�

����� 区間拡張

関数 � 6 ! � � � � を領域 ! の任意の閉区間の上で連続な初等関数とする�

関数 � をつぎのようにして �� 上の関数に拡張することができる�

�*'�(, + ��*�, � � � '�(� *����,

�� を実数上の有界閉区間の集合とする�関数 � 6 ! � � � � が初等関数の合成

や四則演算に基づく演算規則で定義されているとき-� を �� 上の関数に拡張した

い�しかし- �*'�(, を厳密に計算することは非常な計算時間を要することがある�そ

こで- � の演算規則を単純に区間演算で置き換えた演算規則によって定義される関

数を � の区間拡張 *����"�� 5������,といい �
 � で表す�

�*'�(, � �
 �*'�(, *����,

が成立する�区間拡張は一意的に定まるわけではなく- � を定義する数式を数学的

に同等な他の表現形式に書き直したとき-それらの表現に基づく区間拡張が一般に

異なる評価を与えることに注意する�

上式で等号が成立するとき-厳密な包み込み *��4<� �������,ができたという�厳

密な包み込みは一般に難しいが- � の数学的な表現式に区間値パラメータが現れず-

また-'�( が一度しかその表現に現れなければ-その表現に基づく区間拡張が厳密な

包み込みを与えることが知られている�一般に式の表現に '�( が少なく現れれば現

れるほど-区間包囲は厳密な包み込みに近くなることが多いことが経験されている�

区間 '�( の幅 �*'�(, が小さいとき

�*�*'�(,� �
 �*'�(,, � "�*'�(, *����,

�	



となることが知られている�ただし-" は正の '�( によらない定数である�

なお-一般に関数の値域 �*'�� �(, を �*'�� �(, � '�� �( と区間 '�� �( で評価すると

き-区間 '�� �( のことを �*'�� �(, の区間包囲という�区間拡張は区間包囲の一種で

ある�

����� 区間の爆発

解を有限回の四則演算の組合せで求める方法 *直接解法という,において-浮動

小数点数を機械区間に置き換え-四則演算を機械区間演算に置き換えて計算をすれ

ば-真の解を含む区間が得られる�こうして-数値計算により数学的に正しい結論を

導き出すために-直接解法が知られている問題については-このような置き換えを

行うことが盛んに行われた�ガウスの消去法において-途中の計算における数を機

械区間に-四則演算を機械区間演算に置き換えたアルゴリズムを区間ガウス消去法

という�区間ガウス消去法はこのようなアルゴリズムの代表的なものである�

このようなアプローチはある程度の成功を収めたが-反面-機械区間演算を演算

の単位と考えると-いろいろな問題が生じることもわかった�その一つは-このよう

な計算では丸めの切替が頻繁におき-計算速度の極端な低下が見られることや-プ

ログラムが複雑になってしまうことである�また-例えば-区間ガウス消去法では-

実行の途中で現れる区間の幅の爆発が生じてしまうことが多い�したがって-区間

ガウス消去法は-高々-数十次元の線形方程式の解法としてのみ有効であると考え

られている�

区間の爆発の例として

�*�, + �� 3 �� � � � '	��� ���( *����,

�*�, + �� � �� � � � '	��� ���( *���
,

��



という �つの関数の値域の評価を考える�このとき関数 �*�,の場合であれば

�*�, + �� 3 �� � � � '	��� ���(

+ '	��� ���(� 3 �� '	��� ���(

+ '	�
�� ����( 3 '��
� ���(

+ '����� ����( *����,

となり-実際の値域に一致する�しかし関数 �*�,の場合だと

�*�, + �� � �� � � � '	��� ���(

+ '	��� ���(� � �� '	��� ���(

+ '	�
�� ����(� '��
� ���(

+ '�������	���( *���	,

となり-実際の値域 *'#�-#	���(,とかなりかけ離れている�また-区間の幅も実際の値

域の 
	倍に膨れ上がっている�これが区間の爆発である�

区間の爆発が起こる理由として図 *���,と図 *���,を見てほしい *� � '	��� ���(

の部分を太線で表示してある,��つのグラフはそれぞれ-
*�, + ��� � � '	��� ���(

と �*�, + ��� � � '	��� ���(を表している�ここで区間の中間値である � + �のと

き-
�*�, + ��*�, + �と計算できる�よって-�つのグラフの � � '	��� ���(の部分は傾
きがともに �である直線とみなすことができる�このように � � '	��� ���(において
相関性のとても強いグラフになっているので-そのまま減算を区間演算で考えよう

とすると区間の爆発が起きてしまう可能性が高くなってしまうのである�これを回

避するためには

�*�, + �� � �� + *�� �,� � � *����,

��



のように平方完成をして使用する文字数を減らすのが効果的である�この場合

�*�, + *�� �,� � � � � � '	��� ���(

+ '�	��� 	��(� � �

+ '	� 	�	�(� �

+ '����	���( *����,

となり実際の値域に合致する�この例のように与えられた式を変形させ-変数の種

類や数を減らしてから区間演算を実行したほうがより区間の幅を狭めることがで

きることができ-より厳密な区間が得られることが多い�

実際に計算機上で精度保証をするときは-丸めモードの指定の切り換えが必要とな

る�例えば � 次元ベクトル �� � の内積を計算をする場合には以下のような計算を

すれば良い�

�8$.>  +
��

���

�� � ��

 �> ? +
��

���

�� � ��

ここで-命令  �は上への丸めのモードへの切り換え- �8$.は下への丸めのモー

ドへの切り換えを表している�なお-最近点への丸めのモードの切り換えは .19:

で表す�

このような計算によって求められた  � ? によって-真の解を含む区間 ' � ? ( を得

る�この区間をもって-数値計算の計算結果の精度を保証しようというのが-精度保

証つき数値計算の基本的な概念である�

��



図 ���6 
*�, + ��� � � '	��� ���(

図 ���6 �*�, + ��� � � '	��� ���(
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第�章 精度保証の方法

��� はじめに

前章までで浮動小数点数演算の丸めの方向を制御することにより-ベクトルの内

積計算などの精度を保証することが容易に行えることを示した�この章では-これ

を基礎に-以下のような有限次元線型方程式（連立一次方程式）

� + � *���,

の解の精度保証付き数値計算法を考えることにする�ただしを �� �行列-�や �

を �ベクトルとする�行列と右辺ベクトル �が与えられたとして-ベクトル �を

求めるのが問題である�

��� 近似解の数値計算法

連立一次方程式の近似解を得る数値解法としてよいと考えられているものには

いくつかある�その中で最も重要でよく用いられているのは #$ 分解法である�#$

分解法では

% + #$ *���,

��



と入力の係数行列を下三角行列 #と上三角行列 $ の積に分解する�ただし

# +

������������

� 	 	 � � � 	

��� � 	 � � � 	

��� ��� �
� � � 	

���
���

� � �
� � �

���

��� ��� � � � ������ �

�										

*���,

である�行列 #は行列の下半分のみが非零な下三角行列 *��/� �����4���� �����5,

の一種である�また

$ +

������������

��� ��� ��� � � � ���

	 ��� ��� � � � ���

	 	 ���
� � � ���

���
���

� � � � � �
���

	 	 � � � 	 ���

�										

*���,

である�行列$ は行列の上半分のみが非零な上三角行列 *���� �����4���� �����5,

の一種である�さらに-% は置換行列で-各行各列に �が一つずつあり-他は 	の行列

である�これは-行と行を入れ替える操作を表している�そして

#� + %� *���,

を解いて �を求め-つぎに

$� + � *���,

を解いて �を求める方法である�容易にわかるように-この二つの方程式はともに

三角行列を係数行列にしているので-簡単に代入操作で解ける�このように-行列

を下三角行列 #と上三角行列 $ の積に分解することで-連立一次方程式の近似解

を求める方法を #$ 分解法と呼ぶ�

#$ 分解を求めるアルゴリズムにはいろいろあるが-ガウスの消去法はよく知ら

れている�行列に �� �回の行操作を行って-の#$ 分解を求めるというもので

��



ある�消去がうまく進むように-行の変換を行う操作を部分ピボッティングという�

ピボッティングの結果は置換行列 % に書き込まれる�

行列 の逆行列を計算する一つの方法は-#$ 分解の利用である�行列 の逆行

列を� + ��とする�ここで

� + *��� ��� � � � � ��, *���,

と表す�ただし-��は逆行列�の第 �列を表す �ベクトルとする�また-��を第 �成分

が �でその他の成分が 	の �ベクトルとする�

�� + �� *��
,

であるから-の #$ 分解を求め-上式を � + �� �� � � � � �と �回解けば逆行列が求

められることになる�その乗除算の演算回数は �� 3&*��,回である�また-ガウス・

ジョルダン法などの算法も知られている�

�� �行列が与えられた時-これを #$ 分解して

� + � *���,

の解 �� を求めたとしよう�丸め誤差がなければ-�� は真の解であるが-実際には-

丸め誤差のために ��は真の解とはなっていない�真の解を ��とし-��との誤差を

� + �� � ��とする�このとき

��� � ��� + ���*�� � ��,� + ���*�� � �,� *���	,

となる�残差 � + �� � �を用いて書けば-

��� � ����� *����,

となる�浮動小数点計算では-誤差が真の解に比べてどのくらいの比だけあるかと

いうことが-問題になること多いので-相対誤差 ��������を考える�

��� + ���� � ������ *����,

��



より-

���
���� +

�����
���� � ������������ *����,

を得る�

����*, + ������ *����,

を条件数 *���2����� �����,と呼ぶ�

��� � ����� � ��������� *����,

より ����*�, � �がわかる�このことと式 *����,から-条件数は残差が何倍拡大さ

れて相対誤差に反映するかの倍率となっていることがわかる�倍精度浮動小数点数

の仮数部の精度は-�	進数にして ��桁程度であるから-条件数が �	��を超えると-

得られた近似解の精度はほとんど �桁もないことになる�すなわち-条件数が �	�	

くらいまでの問題が特別の工夫をしないで解ける線形問題の最大の条件数という

ことになる�

��� 逆行列を用いた精度保証

方程式

� + � *����,

の近似解 @�が与えられた時に-その近くに真の解が存在するか否かの判定や真の解

との誤差を求める方法を示していく�

����� 精度保証のための定理

連立一次方程式の近似解の精度保証を行うための原理となる定理を下に示す�

�




定理 �#�

@�との逆行列�が求められた時-不等式

��� �� � � *����,

を満たす時は-逆行列��が存在し

���� � ���
�� ��� �� *���
,

および ��を真の解として

��� � @�� � ��*�� @�,�
�� ��� �� �

����*�� @�,�
�� �'� *����,

が成り立つ�

連立一次方程式� + �に対して-の近似逆行列�を求め-近似解 � + ��を計

算する�このとき-この式の真の解の存在の十分条件を検証し-もし存在する場合に

は-真の解 ��と �との間の誤差-つまり � �� �� ��を-上記の定理に基づいて計算
する�

それでは実際に前述の定理に基づいて-解 �の係数行列が �������行列のとき-

通常の場合に比べより高速に精度保証する手順について述べる�近似解 �が求めら

れたとき-その近くに真の解 ��が存在するか否か-また真の解と近似解との間の誤

差を評価（精度保証）する�

ここでもう一度定理���を評価してみる�この式の後項の計算には�� ��@�����

のそれぞれを計算しなければならないが-ここで ��@�に着目すると-ベクトル×

行列なので計算量が&*��,で済むことは明らかである�要するに-

� 係数行列の逆行列である�の計算

� その積である�の計算

が重要になってくる�次章では-この二つの計算方法について述べる�

��



����� 精度保証のための定理の証明

定理 ���は-関数解析におけるバナッハの縮小写像定理（特に-その系であるバ

ナッハの摂動定理）からただちに導かれるものなのだが-ここでは-もう少し直接

的な証明を示す�

定理 �#�の証明

� + @� � �を残差とする��� � �� � �のとき-� 3 *� � �,の逆行列が存

在することが示せる�' + � � � とする��'� � �のとき-� 3 'の逆行列が

存在することはつぎのようにしてわかる�今-� 3'が特異であるとする�する

と-あるベクトル � �+ 	が存在して *� 3',� + 	を満たす���� + �であるよ
うに規格化されているとしても一般性を失わない�このとき-

'� + ��� ��� + � *���	,

が成立する�これは-�'�� + ��� + �から-�'�� � �を意味している�これは-
仮定と矛盾する�よって � 3 'は正則である�さて-� 3 'が正則であること

から

� + *� 3',��*� 3', *����,

となる�これを書き換えると

*� 3',�� + � � *� 3',��' *����,

となる�よって

�*� 3',��� � ���3 �*� 3',����'� *����,

を得る��'� � �より

�*� 3',��� � �

���'� *����,

�	



を得る�次のような評価を行う�

����

+ ��������

+ �*� 3 *�� �,,����

� ���
�� ��� �� *����,

同様に

��� � @��

+ ���������

+ �*� 3 *�� �,,�����

� ����
�� ��� �� *����,

これは所望の結果である�ただし-� + @�� �とする�

8��<�#:���の方法では 0111 ���規格に定められている丸めの制御を適宜変更

してこの誤差評価式の上限が計算される�この手法を用いると精度保証は近似解を

求めるのに要する時間の数倍の手間で行うことができる�また係数行列が特殊な構

造を持つ場合はより高速に精度保証ができることも示されてきた�例えば:���と

84���は係数行列に対称正定値行列を持つ連立一次方程式の精度保証はコレスキー

分解の後-&*��,の計算量で行えることを示した�また84���-8��<�- �<���は� 行

列などの単調行列を係数行列に持つ場合は&*��,の計算量で精度保証が行えるこ

とを示した�このように係数行列が特殊な構造を持つ場合の連立一次方程式の精度

保証は特殊な構造を持たない一般の行列を係数行列とする場合よりも高速に行え

ることが望まれる�

�������行列を係数行列に持つ連立一次方程式は信号処理や画像復元などの分

野に現れ-!"�����#������によるアルゴリズムにより&*��,の計算量で近似解を

求めることができる�また �������行列を格納するためのメモリ量は&*�,である

��



が，精度保証に用いる近似逆行列は&*��,のメモリ量を必要とする�このため大規

模な連立一次方程式の近似解を求めることが可能であっても近似逆行列を作成す

るメモリ領域を確保できないために精度保証が行えない可能性がある�そこで本論

文では係数行列に�������行列を持つ連立一次方程式に対して-精度保証の際に使

用するメモリ量を&*�,に抑える-大規模行列に対応できる精度保証法を提案し-数

値実験により提案手法の有効性を示す�

��



第�章 �����	
�行列の逆行列および

その積の計算アルゴリズム

本章では �������行列を係数行列に持つ連立一次方程式の精度保証法を係数行

列が対称の場合と非対称の場合に分けて提案する�また �������行列は&*�,のメ

モリ量があれば格納できるが-精度保証で必要な逆行列を格納するために必要なメ

モリ量は&*��,である�このため近似解を得ることができる計算機環境において-

逆行列を格納するのに必要なメモリが不足するために精度保証ができないことが

ある�そこで精度保証に必要なメモリ量を&*�,に抑え-大規模な連立一次方程式に

対しても精度保証が行える手法を提案する�

��� ����	
��行列の特徴とその応用例

本論文で扱う�������行列について述べておく�簡単に言えば�������行列とは-

対角要素が定数となる行列のことである�具体的には次のような形をしている�

 +

������������

�� �� �� � � � ����

��� �� ��
� � �

���

��� ��� ��
� � � ��

���
� � � � � � � � � ��

������ � � � ��� ��� ��

�										

*���,

ここで-行列の要素 ��*( + �� 3 �� � � � ���� 	� �� � � � � �� �, � � は全部で ��� �
個あり-この要素が対称的に並ぶことによって���行列を作り上げている�なお-�

を浮動小数点数の集合とする��� �行列といっても-要素の数が ��� �個だけで済

��



むのでその分計算機上での記憶量は少ない�この�������行列-広い意味で�������

構造と言い方を変えるが-あらゆる統計的な信号処理ツールの開発において現れる

ことが多い�

スペクトル推定法を含む信号処理ツールを例に挙げよう�スペクトル推定の目的

は-有限長のデータをベースに-信号内に含まれているエネルギーの分布 *周波数上,

を記述することである�パワースペクトルの推定は�広い帯域に分布する雑音の中

に含まれている信号の検出を含む-種々のアプリケーションで有効となっている�

信号の長さが短い場合-パラメトリック推定法は-ノンパラメトリック推定法より

も高い解像度を提供する�二つの方法は-スペクトル推定へのアプローチが異なる

もので-データから直接���を推定する代わりに-データを白色雑音がある線形シ

ステムに入力した結果の出力としてモデル化するもので-結果としてその線形モデ

ルのパラメータを推定するものである�

一般的に使用される線形システムモデルは-全極モデルで-�平面の原点にすべて

の零点をもつフィルタである�このようなフィルタへの白色雑音の出力は-自己回

帰 *9:, プロセスであることから-これらの方法はスペクトル推定の9:モデルと

見なされる�

9:モデルは-データの���がある周波数で大きくなる-すなわち-AピークAを示

すようにデータのスペクトルを適切に記述する傾向がある�多くの実際的なアプリ

ケーションの中のデータは-AピークスペクトルAを示す傾向があり-9: モデルは非

常に有効になる�加えて-9: モデルは比較的簡単に解くことのできる線形方程式

を導く�9:法はいくつか存在するが-すべての 9:法は次式で得られる ���を与

える�

B%	
*�, +
�

��

��
� � 3��

��� B��*(,�
�������� �� *���,

9:法のそれぞれは-9:パラメータ ��*(,をわずかに異なる値で推定する�その

中でも-スペクトル推定の C��#$��D� 9: 法は-信号の自己相関関数のバイアス

付き推定を作成し-前置予測誤差の二乗が最小になるように解き-9: パラメータを

計算する�このことを-C��#$��D� 方程式で表わすことができる�

��



���������

�*�, �*�,� # �*
,�

�*�, �*�, # �*
� �,�

� 	 	 �

�*
, # �*�, �*�,

�							


���������

�*�,

�*�,

�

�*
3 �,

�							

+

���������

��*�,

��*�,

�

��*
3 �,

�							

*���,

自己相関関数のバイアス付き推定の使用は-上の自己相関行列が正定である必要

がある�そのため行列が可逆で-解が存在することは保証される�さらに-計算される

9:パラメータは-安定な全極モデルに常になる�C��#$��D�方程式は-!"�����ア

ルゴリズムを使って-効率的に解くことができる�これは-自己相関行列の�������

構造を利用している�

��� ������
� ����
���

����� ���	
������ ������	とは

以下では-正定値である�������行列に対して������のアルゴリズムを適用し

話を進めるので-先に ���������� �������と正定値について説明する������#

����� �������とは-すべての �� ) に対して �� + �����������をみたす行列を指

し-言い換えると-*� + %�*
�
�%� � �

��� とも表せる�ここで %� � �
��� は行ま

たは列を入れ替える操作に相当する対称行列である�また-�������行列はすべて

��



���������� �������である�

*� +

������������

��� ��� � � � ������ ����

��� ��� � � �
� � � ����

���
���

� � � � � �
���

������
� � � � � � �������� ������

���� ���� � � � ������ ����

�										


+

������������

��� ��� � � � ������ ����

��� ��� � � �
� � � ������

���
���

� � � � � �
���

������
� � � � � � ��� ���

���� ������ � � � ��� ���

�										

*���,

%� +

������������

	 	 � � � 	 �

	 	 � � � � 	

���
���
� � �

���
���

	 � � � � 	 	

� 	 � � � 	 	

�										

*���,

また正定値であるとは-以下のような二次形式に対し-以下の+の値が常に正にな

るときを言う�

+ + ��,� � �
��� � , � �

��� � � �+ 	� � � �
� *���,

����� �
������ ������	とは

次に �������� �������（対称行列）について説明する��������� �������と

は正方行列-� � �
��� のうち-�の転置行列-�

�が-�自身と一致するものであり-

��



すべての �� )に対して �� + ��を満たす行列を指す�

-� +

������������

��� ��� ��� � � � ����

��� ��� � � �
� � � ����

���
���

� � � � � �
���

���
� � �

� � � �������� ������

���� ���� � � � ������ ����

�										


+

������������

��� ��� ��� � � � ����

��� ��� � � �
� � � ����

���
���

� � � � � �
���

���
� � � � � � �������� ������

���� ���� � � � ������ ����

�										

*���,

����� �����アルゴリズム

まず-C��#$��D�方程式を解く際に利用される ������アルゴリズムを評価す

る�C��#$��D�方程式とは-次のような形をした方程式のことである�

.���� + �� + �*��� � � � � ����,
� *��
,

ここで-.� � �
��� は �次対称�������行列-� � �

��� � � � �
��� である�この方程式

の解を帰納的に導き出すアルゴリズムが������アルゴリズムである�行列 .�を-

次のような成分に分けて方程式を組みなおす�なお- � �
��� � " � � とする�

�� .��� %����

��%��� �

�
��  

"

�
 + �
�� �

��

�
 ���� +

��  

"

�
�� *���,

��



これより-以下の �式が求められる�

 + .��
���*�� � "%����,

+ �.��
���� � ".��

���%����

+ �.��
���� � "%���.

��
����

+ � 3 "%���� *∵ *��
,, *���	,

" + ��� � ��%��� 

+ ��� � ��%���� � "��� *∵ *���	,,

+ �*�� 3 ��%����,�*� 3 ���, *����,

ただ-このアルゴリズムでは-ベクトル �の要素を完成させるのに ������
�の計算

量が必要になる�しかし-さらに式変形を行い-� 3 ���を以下のように表すことに

よって計算量を少なくすることができる�

/� + � 3 '���(����

+ � 3
�
'�����(� ��

��� ����� 3 "���%����
����

"���

�
 *∵ *���,,

+ � 3 '�����(������ 3 "���*'�
����(�%����

���� 3 ��,

+ /��� 3 "���*�/���"���,

+ *�� "�
���,/��� *����,

この条件をもとに (を �から�� �まで帰納的に計算することによって解が求まる�

$ �%��アルゴリズム � � �
� に対して-C��#$��D�方程式 .�� + ��の近

似解 � � �
� を求める!�����によるアルゴリズム�

�




&������� � +���" �������*�,

�*�, + ��*�,> / + �>" + ��*�,

&�� ( + � 6 �� �

/ + *�� "�,/

" + �*�*( 3 �, 3 �*( 6 �� 6 �,��*� 6 (,,�/

 *� 6 (, + �*� 6 (, 3 "�*( 6 �� 6 �,

�*� 6 ( 3 �, +

��  *� 6 (,

"

�

�2

このアルゴリズムは ������
�の計算量で実行できるが-正定値ではない係数行列

を持つ連立一次方程式に対しては０による除算が発生したり-精度の良い近似解が

得られない可能性があることに注意する�

����� 逆行列の導出

以下で-上記のアルゴリズムより得られた結果を用いて逆行列を求める工程を示

す�まず-行列 .�に対する近似逆行列を��とすると-.��� + ��ゆえ-それを次の

ように表すことができる��� .��� %����

��%��� �

�
�� *��� 0

0� 1

�
 + �� *����,

ここで�� .��� %����

��%��� �

�
�� 0

1

�
 +
�� 	
�

�
 *����,

��



より-以下の式を導くことができる�

0 + �1.��
���%����

+ �1%���.
��
����

+ 1%���� *∵ *��
,, *����,

1 + �� ��%���0

+ �� 1��� *∵ *��
,,

+ ��*� 3 ���, *����,

これにより-.��
� の一番最後の行と列が求められたということになる�また-�� .��� %����

��%��� �

�
�� *���

0�

�
 +
�� ����

	

�
 *����,

より-以下の式を得る�

*��� + .��
���*���� � %����0

�,

+ .��
��� � .��

���%����0
�

+ .��
��� � %���.

��
����0

�

+ .��
��� 3 %����0

� *∵ *��
,, *���
,

ここで-.���は �������行列であり-その逆行列は対称行列となるから-行列*���

の要素 ��は次のように表せる�

*� + *.��
���,� 3 %��0

+ *.��
���,������ 3 %��0

+ ������� � ���0��� 3 ��0 *����,

上式より行列*�は対称行列ではないが-.��
� の対称性から-要素 �を行列の外側か

ら導き出すことができる�

�	



今までの議論より-.�の近似逆行列��は次の手順を繰り返すことによって求め

ることができるので-��は渦巻き状に決定していくことになる�

�� *����,*����,より-��の一番最後の行と列の要素を求める�

�� 行列の対称性から一番最初の行と列の要素を求める�

�� *����,より-����内の一番最後の行と列を求める�

以下に-この手順を使った逆行列作成のシュミレート結果を挙げておく�

なお-'�(は既知の要素-'Æ(は新しく判明した要素-'�(は未知の要素を表すものとする�

����������������

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

�														

��
+�

����������������

� � � � � Æ
� � � � � Æ
� � � � � Æ
� � � � � Æ
� � � � � Æ
Æ Æ Æ Æ Æ Æ

�														

��
+�

����������������

Æ Æ Æ Æ Æ �
Æ � � � � �
Æ � � � � �
Æ � � � � �
Æ � � � � �
� � � � � �

�														

��
+�

����������������

� � � � � �
� � � � Æ �
� � � � Æ �
� � � � Æ �
� Æ Æ Æ Æ �
� � � � � �

�														

��
+�

����������������

� � � � � �
� Æ Æ Æ � �
� Æ � � � �
� Æ � � � �
� � � � � �
� � � � � �

�														

��
+�

����������������

� � � � � �
� � � � � �
� � � Æ � �
� � Æ Æ � �
� � � � � �
� � � � � �

�														

��
+�

����������������

� � � � � �
� � � � � �
� � Æ � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

�														

��



また-��は完全に対称な行列なので-全ての要素を求めなくともよい�これより-逆

行列��を求めるアルゴリズムは次のように表される�

������アルゴリズム　� � �
���によって定義された対称�������行列. � �

���

に対する近似逆行列�� � �
��� を求める����<によるアルゴリズム�

&������� �� +������� 0�"��*�,

� + ,��0� .��
��� *�*� 6 �� �,,

1 + ��*� 3 �*� 6 �� �,��*� 6 �� �,,

0*� 6 �� �, + 1�*�� � 6 �� 6 �,

*�*�� �, + 1

*�*�� � 6 �, + 0*�� � 6 �� 6 �,�

&�� � + � 6 �����**�� �,��, 3 �

&�� ) + � 6 �� � 3 �

*�*�� ), + *�*�� �� ) � �,

3*0*�3 �� ),0*�3 �� �,� 0*�� �,0*) � �,,�1

�2

�2

このアルゴリズムは ���������
�の計算量で実行でき-近似逆行列の対称性と ��#

��������性を利用し行列全体の ���の成分を計算する�この手法では������に

よるアルゴリズムを用いるため係数行列が正定値ではない場合は精度の良い近似

逆行列が得られない可能性があり-精度保証が失敗することがある．

��



��� ���������
� ����
���

����� ����	��������アルゴリズム

さて-今までの議論は前提として対称�������行列のケースに限って行われてき

たものだが-本節では非対称�������行列の場合も同様なことが言えるかどうかに

ついて述べる�

節 *�����,を延長した形として-もう一つのアルゴリズムがある�このアルゴリズ

ムによって-右辺に任意のベクトルを持つ方程式を解くことができる��� � � �
���と

して次の方程式を解いてみる�

.���� + � + *��� � � � � ����,
� *���	,

この方程式の解を帰納的に導き出すアルゴリズムが!"�����アルゴリズムである�

節 *�����,で論じた������アルゴリズムと同様に考えると-.��
�� + ���は次のよ

うに表すことができる�なお-2 � � とする�

�� .��� %����

��%��� �

�
�� 0

2

�
 +
�� �

��

�
 *����,

ここで-.���0 3 2%���� + �より-

0 + .��
���*�� 2%����,

+ �� 2.��
���%����

+ �3 2%���� *∵ *��
,*���	,, *����,

また-��%���0 3 2 + ��より-

2 + �� � ��%���0

+ �� � ��%����� 2���

+ *�� � ��%����,�*� 3 ���, *����,

と表すことができる�要するに-( + � 6 �の間で

��



� .��
�� + ��� + *��� � � � � ��,

�

� .��
�� + ���� + *��� � � � � ��,

�

を平行して解いていくことによって-能率的に .��
�� + ���を解くことができると

いうことである�これを次のアルゴリズムとしてまとめることができる�

��&�����'$ �%��アルゴリズム �� � � �
�に対して-C��#$��D�方程式.� +

�� .� + ��の近似解 �� � � �
� を求めるアルゴリズム�

&������� '�� �(+���" �������*�� �,

�*�, + ��*�,> �*�, + �*�,> / + �>" + ��*�,

&�� ( + � 6 �� �

/ + *�� "�,/

2 + *�*( 3 �,� �*� 6 (,��*( 6 �� 6 �,,�/

0*� 6 (, + �*� 6 (, 3 2�*( 6 �� 6 �,

�*� 6 ( 3 �, +

�� 0*� 6 (,

2

�

�& ( � �� �

" + *��*( 3 �, 3 �*� 6 (,��*( 6 �� 6 �,,�/

 *� 6 (, + �*� 6 (, 3 "�*( 6 �� 6 �,

�*� 6 ( 3 �, +

��  *� 6 (,

"

�

�2

�2

このアルゴリズムは ������
�の計算量で実行できる�

��



����� アルゴリズムの適用

さてここで-要素として ���� � � � � ����� � �
�� � � � � 
���� � ���� � � � � ���が与えられて
いて-次のような形の線型方程式を解くとする�

������������

� �� �� � � � ����


� � �� � � � ����


� 
� �
� � � ����

���
���

� � � � � �
���


��� 
��� 
��� � � � �

�										


������������

��

��

��

���

��

�										

+

������������

��

��

��
���

��

�										

*����,

しかし-これは次の �式のそれぞれに解法を持っていれば容易に解くことができる�

なお-3� 
 � �
��� とする�

. �
���� + �� *����,

.���3 + �
 *����,

.���� + � *����,

ここで-非対称�������行列の構造的性質から-次の �つの関係式が導かれる�

'. �
�(
�� + '.��

� (� *���
,

.�%� + %�.
�
� *����,

以下では上式の関係を用いて-!"�����#������アルゴリズムの適用を試みる�

� . �
��

�� + ������ . �
��� %���


��%��� �

�
��  

"

�
 + �
�� �

��

�
 *���	,

��



上式より以下の �式が導かれる�

 + '. �
���(

��*�� � "%���

�,

+ �'. �
���(

��� � "'. �
���(

��%���

�

+ �'. �
���(

��� � "%���.
��
���


�

+ � 3 "%���3 *∵ *����,*����,, *����,

" + ��� � ��%��� 

+ ��� � ��%���� � "��3 *∵ *����,,

+ �*�� 3 ��%����,�*� 3 ��3, *����,

.�3
�� + �
��� .��

�� + ���についても同様に関係式が導かれる�なお-� �
�
��� � 4 � � とする�

� .�3
�� + �
���� .��� %����


�%��� �

�
�� �

4

�
 + �
�� 



�

�
 *����,

上式より以下の �式が導かれる�

� + .��
���*�
� 4%����,

+ �.��
���
� 4.��

���%����

+ �.��
���
� 4%���'.

�
���(

���

+ 3 3 4%���� *∵ *����,*����,, *����,

4 + �
� � 
�%����

+ �
��� � 
�%���3 � 4
�� *∵ *����,,

+ �*
� 3 
�%���3,�*� 3 
��, *����,

��



� .��
�� + ����� .��� %����

��%��� �

�
�� 0

2

�
 +
�� �

��

�
 *����,

上式より以下の �式が導かれる�

0 + .��
���*�� 2%����,

+ .��
����� 2.��

���%����

+ .��
����� 2%���'.

�
���(

���

+ �3 2%���� *∵ *����,*����,, *����,

2 + �� � 
�%���0

+ �� � 
�%����� 2
�� *∵ *����,,

+ *�� � 
�%����,�*� 3 
��, *���
,

����� 式の変形

以下では式の変形について触れる�非対称な場合では �つの式が相互に関係して

くるので-まとめて取り上げることにする�

式 *����,*����,*���
,にある-� 3 ��3� � 3 
��を以下のように簡略化させる�

"�� + � 3 '���(�3��

+ � 3
�
'�����(� ��

��� 3���� 3 /���%����
����

/���

�

+ � 3 '�����(�3���� 3 /���*'�

����(�%����
���� 3 ��,

+ "���� 3 /���*�"���"
�
���,

+ *�� /���"���,"
�
��� *����,

��



/ �� + � 3 '
��(����

+ � 3
�
'
����(� 
�

� �� ����� 3 "���5���3
����

"���

�

+ � 3 '
����(������ 3 "���*'


����(�5���3
���� 3 
�,

+ / ���� 3 "���*�/���/
�
���,

+ *�� "���/���,/
�
��� *���	,

よって-以下の式より-各々の解を逐次的に求めることができる�

� . �
��

�� + ����

 + � 3 "%���3 *����,

" + �*�� 3 ��%����,�"
�
��� *����,

"�� + *�� /���"���,"
�
��� *����,

� .�3
�� + �
��

� + 3 3 /%���� *����,

/ + �*
� 3 
�%���3,�/
�
��� *����,

/ �� + *�� "���/���,/
�
��� *����,

� .��
�� + ���

0 + �3 2%���� *����,

2 + *�� 3 
�%����,�/
�
��� *���
,

/ �� + *�� "���/���,/
�
��� *����,

�




����� 非対称�������行列の逆行列の導出

次に非対称の場合での逆行列の導出について触れる�いま-非対称 �������行列

の逆行列 .�に対する近似逆行列��を-

�� +

�� *��� �

� � �

�
 *���	,

とするとき-.��� + ��から以下の式が成り立つ�ここで-�� � � �
��� � � � � とする��� .��� %����


�%��� �

�
�� *��� �

� � �

�
 + �� *����,

ここで�� .��� %����


�%��� �

�
�� �

�

�
 +
�� 	
�

�
 *����,

より-以下の式を得る�

� + ��.��
���%����

+ ��%���'.
�
���(

���

+ �%���� *∵ *��
,, *����,

� + �� 
�%����

+ �� �
�� *∵ *����,,

+ ��*� 3 
��, *����,

また- �� .��� %����


�%��� �

�
�� *���

� �

�
 +
�� ����

	

�
 *����,

��



より-以下の式を得る�

*��� + .��
���*���� � %�����

�,

+ .��
��� � .��

���%�����
�

+ .��
��� � %���'.

�
���(

���� �

+ .��
��� 3 %�����

� *∵ *��
,, *����,

� � + �
�%���*���

+ �
�%���*.
��
��� 3 %�����

�, *∵ *����,,

+ �
�%���.
��
��� � 
��� �

+ �
�'. �
���(

��%��� � 
��� �

+ �'. �
���(

��
�%��� � 
��� �

+ 3%��� � 
��� � *∵ *����,,

+ 3%����*� 3 
��, *����,

これにより-非対称�������行列の時も-逆行列を求めることができた�

これより-近似逆行列��を求めるアルゴリズムは次のように表される�

�	



��&�����'$ �%��アルゴリズムにより逆行列を求めるアルゴリズム �� 
 �
�
� に対して非対称 .��
��� 行列 .�に対する近似逆行列�� � �

��� を求めるアル

ゴリズム�

&������� �� +������� 0�"��*�� 
,

'�� 3� �( + � ���0�*�� 
� �,

� + ��*� 3 
*� 6 �� �,��*� 6 �� �,,

�*� 6 �� �, + ��*�� � 6 �� 6 �,

�*� 6 �� �, + �6*�� � 6 �� 6 �,

**�� �, + �

**�� � 6 �, + �*�� � 6 �� 6 �,�

( + 	

&�� � + � 6 �� �

( + ( 3 �3 �� �

� + �3 �� �

&�� ) + � 6 �3 �� �

**(� ) 3 �, + **(� ) � � � �,

3�*) � �,�*�3 �� �,� �*�3 �� �,�*) � �,

�2

�2

このアルゴリズムは ������
�で計算できる�またこのアルゴリズムでは-逆行列の

����������性を利用し-行列全体の �=�の成分を計算する�

��



��� 必要とするメモリ量を削減する精度保証法

�������行列は&*�,のメモリ量があれば格納できるが-精度保証に必要な近似

逆行列を格納するには&*��,のメモリ量が必要である�そのために近似解を出すこ

とができる計算機環境において-近似逆行列を格納するメモリが不足するために精

度保証ができない可能性がある�そこで-近似逆行列を用いて計算する部分に必要

なメモリ量を&*�,に抑える工夫をする�

精度保証において近似逆行列を用いて計算する部分は-近似逆行列が行単位で求

まっていれば精度保証の計算をすることが可能である�ここで近似逆行列の導出過

程に着目すると逆行列を行単位で求めることができ-また � 3 �行目の逆行列の成

分は �行目の逆行列の成分から求めることが可能である�よって-近似逆行列の �行

目を求めて精度保証の計算を行い-計算を終えると近似逆行列の � 3 �行目を求め

�行目を格納しているベクトルに上書きすることによりメモリを&*�,に抑えるこ

とが可能である�

アルゴリズムの説明上の煩雑さを避けるため-以下の関数を定義する��������行

列の要素から第 �列を返す関数を�������行列が対称であれば . + -�� . *�� �,-非

対称であれば . + -�� . *�� 
� �,とし-逆行列の �行目のベクトルを �としたときに

�3 �行目の逆行列の成分を表すベクトルを求める関数を��3 ��0*�� �,とする�ま

た /�*��",の上限 ���を求める関数を ��� + !����������*"� /,とし-残差 .���� �

を計算する関数を �������行列が対称であれば ��������*�� ��� �,-非対称であれば
��������*�� 
� ��� �,とする�これらの関数を用いて-本節と前節で提案した手法を適
応した精度保証アルゴリズムを以下に示す�アルゴリズム中では*�.� � ��の最大

値ノルムは*�.�� ��の成分を列単位で求め-ベクトルの絶対値和を求めることで

評価をした�

��



(
)�����* � &������� ��� +8����<�2�*�� ��� �,
. +  ����*�� �,>. ��0 +  ����*�� �,>　' +  ����*�� �,>　�� +  ����*�� �,>

� + ,��0� .��
��� *�,>

� + ��*� 3 �� � �,>　 0*�>� � �, + � � �*� � � 6 �� 6 �,>

. ��0*�, + �>　 . ��0*� 6 �, + 0*� � � 6 �,>

�� + ��������*�� ��� �,>
&�� � + � 6 �

. + -�� . *�� �,>

'*�, + '*�, 3 ���*. ��0 � . ,>

�2

��*�, + . ��0*� 6 �, � ��> ��*� � �, + . ��0*� 6 �� 6 �, � ��>

&�� � + � 6 �����*���）3 �

. ��0*� 6 �, + ��3 ��0*. ��0� �,>

��*�, + . ��0*� 6 �,� � ��> ��*� � �, + . ��0*� 6 �� 6 �,� � ��>

&�� ) + �>�

. + -�� . *�� ),

'*�, + '*�, 3 ���*. ��0 � . ,>

�2

�2

' ���	 + ���	*'� ���,> �� ���	 + ���	*��� ���,>

��� + !����������*' ���	��� ���	,>

近似逆行列は本来であれば対称 �������行列の逆行列は全成分の ���を計算すれ

ばよいが-メモリを削減するために行単位で計算するため全成分の ���を計算する

��



ことになる�次に非対称�������行列の場合のアルゴリズムを以下に記す�

(
)�����* � &������� ��� +8����<�2�*�� 
� �,

. +  ����*� �� � �� �,>. ��0 +  ����*�� �,>　' +  ����*�� �,>　�� +  ����*�� �,>

'�� �� 3( + ,��0� .��
��� *�� 
,>

� + ��*� 3 
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.��0*� 6 �, + ��3 ��0*. ��0� �,>

��*�, + . ��0*� 6 �,� � ��>

&�� ) + �>�

. + -�� . *�� 
� ),

'*�, + '*�, 3 ���*. ��0 � . ,>

�2

�2

' ���	 + ���	*'� ���,>�� ���	 + ���	*��� ���,>

��� + !����������*' ���	�� ���	,>

��



またアルゴリズム �-�を丸めモードの変更や区間演算を用いて計算することにより

誤差上限が計算できる�

��� 一般最適化フィルタ

ある定常な確率過程からの観測を �*�,で表す�これは-直接は観測できない他の

定常確率過程からの実現値 �*�,と何らかの関係があるものとする�例えば-何らか

の信号源から生成される信号が �*�,であるが-それが伝搬する途中で歪んだり誤

差が加わって �*�,として観測された場合などに相当する�ここでの信号処理の目

的は-観測系列 �*�,から �*�,を推定することである�特に-現在の観測 �*�,と過去

の% � �個の観測 �*�� �,� �*�� �,� � � � � �*��% 3�,だけを使って �*�,を推定す

ることを考える��*�,は「所望」系列などと呼ばれることが多い�この種の問題を表

*���,に示した�表中の �*�,は処理対象の信号成分を表し-7*�,は雑音成分である�

表 ���6 $��� )����

問題 式表現 所望信号

雑音中の信号のフィルタリング �*�, + �*�, 3 7*�, �*�, + �*�,

雑音中の信号の予測 �*�, + �*�, 3 7*�, �*�, + �*�3 
,> 
 � 	

雑音中の信号の平滑化 �*�, + �*�, 3 7*�, �*�, + �*�� �,> � � 	

線形予測 �*�, + �*�� �, �*�, + �*�,

一般非線形型問題 �*�, + '*�*�,� 7*�,, �*�, + �*�,

��



����� 離散��������� 方程式

まず-�*�,と過去の % � �個の観測から-何らかの線形フィルタで予測される所
望信号推定値を B�*�,と書くことにする�

B�*�, +
��

�������

8�*�� (,�*(, +
����
���

8�*�� �� �,�*�� �, *���
,

ここでの問題は-次式で示す推定誤差 �の二乗平均（分散）を最小とする線形フィ

ルタのインパルス応答 8*�� (,を決定することである�

�*�, + �*�,� B�*�, *����,

この問題は「線形最小二乗推定」問題であるから-直行性原理が適用できる�すな

わち-任意の時刻での観測値 �*�� �,と推定誤差が直行すればよいので-

5 ��*�� �,��*�,� + 5

�
�*�� �,

�
��*�,�

����
���

8*�� �� �,��*�� �,

��
+ 	

*���	,

となる�上式は-観測値ベクタの自己相関関数�� + 5
�
����

�
および所望信号と観

測値ベクタの相互相関ベクタ ��� + 5 ���*�,��の要素を用いて次のように書くこ
とができる�

���*�� �� �, +
����
���

��*�� �� �� �,8*�� �� �,>　 � + 	� �� � � � � % � � *����,

この式は$���#%��&方程式の離散表現となっており-��と ���がわかれば-フィ

ルタのインパルス応答を求めることができる�一方-平均二乗誤差の最小値は-直交

化原理に基づいて次式で計算できる（��*�� �,は所望信号 �*�,の自己相関関数を

表す）�

9�*�, + 5 ��*�,��*�,�

+ 5

�
�*�,

�
��*�,�

����
���

8*�� �� �,��*�� �,

��

+ ��*�� �,�
����
���

8*�� �� �,����*�� �� �, *����,

��



ここで-シフト不変性が成り立つ場合にはもう少し簡単に定式化できて-次のように

書ける（所望信号の分散を9�
�とした）�また-最小誤差分散の式の変形には���

� + ��

を使用している�

���*�, +
����
���

��*� � �,8*�,> � + 	� �� � � � � % � � � ��� + ��8 *����,

9�
� + 9�

� �
����
���

8*�,����*�, + 9�
� � 8����� + 9�

� � ������
� ��� *����,

ここで-% + � の場合について考えてみると-式 *����,および式 *����,は具体的に

次のように書ける�������������

��*	, ��*�, ��*�, � � � ��*� � �,
��*��, ��*	, ��*�,

� � �
���

��*��, ��*��, ��*	,
� � � ��*�,

���
� � � � � � � � � ��*�,

��*�� 3 �, � � � ��*��, ��*��, ��*	,

�										


������������

8�*	,

8�*�,

8�*�,

���

8�*� � �,

�										

+

������������

����*	,

����*�,

����*�,

���

����*� � �,

�										

*����,

9�
� + ��*	,�

����
���

�8�*(,���*(,� *����,

����� 雑音除去フィルタリング

今までの議論を元に-ディジタル信号処理における雑音除去フィルタリングを実

際に行ってみることにする�ある定常信号 �*�,に雑音 7*�,が加わって �*�,が観測

されたとすると-�*�,の自己相関関数は��*�, + �� *	�
,���と知られており-7*�,の
自己相関関数も��*�, + �Æ*�,であることがわかっているものとする�

Æ*�, +

��� �　 *� + 	,

	　 *� �+ 	,
*����,

ここで-現在の時刻�における信号の値 �*�,を所望信号�*�,とする場合（雑音7*�,

の除去を行うフィルタリングの場合）について考える�信号 �*�,と雑音 7*�,が無

��



相関だとすれば次の関係が成り立つ�

��*�, + ��*�, + �*	�
,
��� *���
,

���*�, + 5 ��*�,�*�� �,� + 5 ��*�, ��*�� �, 3 7*�� �,��

+ ��*�, + �*	�
,
��� *����,

��*�, + 5 ��*�,�*�� �,� + 5 ���*�, 3 7*�,� ��*�� �, 3 7*�� �,��

+ ��*�, 3��*�, + �*	�
,
��� 3 �Æ*�, *���	,

これを元に式 *����,を !"�����#������アルゴリズムを使用して解くことにより-

インパルス応答 8*	,� 8*�,� � � � � 8*� � �,を得ることができ-このインパルス応答を
使った平均二乗誤差の最小値の上限を-式 *����,に代入することにより求めること

ができる�

�




第�章 高速精度保証の実装と結果

��� 実装方法

逆行列 �の導出-�の計算を前章の方法により行い-実際に精度保証付き数値

計算を行ってみる�連立一次方程式� + �に対して-の近似逆行列�を求め-近

似解 � + ��を計算する�このとき-真の解の存在の十分条件を検証し-もし存在す

る場合には-真の解 ��と �との間の誤差 ��� +� �� �� ��を計算するプログラム
を作成した�またそれを-! 分解法を用いて通常通り計算したものと比較してみた�

実装には-言語と数値計算ツール���������を使用した�ただし計算は�9�!9E

上から-言語の	����������を呼び出す形で高速化を図った�

また-実用例として取り上げた「雑音除去フィルタリング」においても-前述の

アルゴリズムを用いて実装を行った�この際-サンプリングするデータの間隔を狭

めることにより-フィルタリングの精度が高くなるかということも検証した�その

方法として-式 *���
,-*����,中の「�*	�
,���」を「�*	�
,
���
�」とすることにより-今ま

でのデータの間隔を	分割している�

��



��� 実行結果

上記のプログラムを実装した結果を以下に示す�なお、実行環境は以下のとおり

とする�

� F� � � � ������� ���	GE

� ���� ����� � � � ����E

� 8� � � � $��2�/�H�

� F������ � � � I����� F ��	

表中の �は次元数を-��	��は近似解を得るのに要した時間を表し-��	��は精度保

証に要した時間を表す�また ���は近似解に対する誤差限界を表し-また「 # 」は

メモリ不足により測定不能であったことを示す�

表 ���6 ! 分解法による精度保証

� ��	��'�( ��	��'�( ��� ��� ���
�		 	�		
 ��	�� �����1#	� ����
1#�	

�			 	�	�	 ����
 ��
��1#	� �����1#	�

�			 	���
 
	���� ��
	�1#	� 
�	��1#	�

�			 	���� �
����� �����1#	� �����1#	


�			 	��
	 # # #

�	



表 ���6 対称�������行列による精度保証

� ��	��'�( ��	��'�( ��� ��� ���
�		 	�		
 	���� ����
1#	� �����1#	


�			 	�	�	 ����� ���	�1#	� ���
�1#	�

�			 	���
 �	���� �����1#	� 
����1#	�

�			 	���� �	����� �����1#	� ��
��1#	�

�			 	��
	 ����	
� ���
�1#	� �����1#	�

�				 ��	�� �
�
���� �����1#	� ��
�
1#	�

表 ���6 非対称�������行列による精度保証

� ��	��'�( ��	��'�( ��� ��� ���
�		 	�		� ����� �����1#�	 �����1#	
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�			 	���� �	����� �����1#	
 �����1#	�

�			 	��	� �����	� �����1#	� 
����1#	�

�				 ��	�� ��
����� �����1#	� ��		�1#	�

��



図 ���6 次元数と精度保証にかかる時間の関係

図 ���6 次元数と ��� ���の関係
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表 ���6 雑音除去フィルタリングにおける平均二乗誤差

� ��	��'�( ��	��'�( ��� 9�
� ��� ���

�		 	�	�� 	���� �����1#�� 	���		 �����1#��

�			 	�	�	 ����� ��
��1#�� 	���		 ���
�1#��

�			 	�	�	 ������ ��	
�1#�� 	���		 �����1#��

�			 	���� �	����
 ���	�1#�� 	���		 ��
��1#��

�			 ����� ��
�
�
 �����1#�� 	���		 ��
��1#��

表 ���6 雑音除去フィルタリングにおける平均二乗誤差 *� + �			とし分割数	の

みを変更,

	 ��	��'�( ��	��'�( ��� 9�
� ��� ���

� 	�	�� ����� ��
��1#�� ���		1#	� ���
�1#��

�� 	�	�	 ����� ��	
	1#�� 
�	��1#	� ���
�1#��

��� 	�	�� ��
�� �����1#�� �����1#	� �����1#�	

��� 	�	�	 ��
	� ����
1#�� ����
1#	� ����	1#�	

��� 	�	�	 ���
� ���
�1#�� ����
1#	� ���	�1#�	
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第章 結び

��� まとめ

第 � 章では-精度保証付き数値計算を論じる上で欠かせない浮動小数点や区間演

算などの概念について述べ-�������行列が実際にどのようなアプリケーションに

現れているかということに触れた�

第 �章では-連立一次方程式の近似解の求め方として! 分解法について述べた�

また-その解の精度保証をするための定理を挙げて研究した結果-処理を高速化す

るために係数行列の近似逆行列�とその積の�の演算方法を改善させればよ

いということに帰着した�

第 � 章では-係数行列-つまり�������行列の近似逆行列を求めるための-二つの

アルゴリズムの概要を示した�そのアルゴリズムを利用することによって-近似逆

行列を求める演算量が&*��,で済むということがわかった�さらに-新たなアルゴ

リズムを提示し-対称 �������行列-非対称 �������行列に関わらず同じ議論がで

きるということを示した�

第 � 章では-第 � 章で述べたアルゴリズムによって精度保証付き数値計算を実

装するプログラムを示し-その結果として実行時間と近似解と真の解の誤差を表し

た�また-実用例として「雑音除去フィルタリング」を取り上げ-その効果の程を試

した�

��



��� 実行結果の検証

本論文では�������行列を係数行列に持つ大規模な連立一次方程式の精度保証の

方法を提案した�一般的に使用されている ! 分解法による逆行列の導出の場合に

&*��,の計算量が必要なのに対して-提案手法は&*��,の計算量で実行でき-�������

行列の格納に必要なメモリ量を&*�,に抑えて精度保証が行えることを示した�こ

の提案手法により-大規模な連立一次方程式の数値解の精度保証が可能になった�

提案手法を実際に実装して精度保証をし-実行時間を両対数グラフにて検証した�

その結果-表 *���,-*���,より-本論文に使用した計算機環境では �			次元の近似逆

行列の成分を全てメモリに保持することは不可能であるが-提案手法のように段階

的に逆行列の成分を計算し利用・破棄を繰り返す方式によりメモリ量の問題を解

決し-大規模な連立一次方程式でも精度保証することが可能になった�

図 *���,を見ると-次元数が低いうちは-非対称�������行列よりも ! 分解法の

方が若干ではあるが速度が速くなっている�これは-�9�!9Eという数値計算ツー

ルが行列計算に最適化されているために起きた現象であると考えられる�しかし次

元数を上げた場合-提案手法では-以前よりもメモリ領域の空きが大きくなること

や-メモリアクセスが少なくなることなどから-ページアウトやスワッピングを起

こしにくく-実行時間の増大を抑えつつも-少ないメモリ環境でも扱える次元数を

上昇させることができるという結果に繋がった�

また-次元数と ��� ���との関係を表 *���,のように両対数グラフを書いてみ
た�ここで ��� ��� � �を満たすときに精度保証ができることに注目して-最小

二乗法によりグラフの近似直線を作り-それをもとに �� � ��� + �となる次元

数を計算してみた�その結果-対称 �������行列の場合は � 
+ ��	�� � �	�となった
ので約 �万次元-非対称�������行列の場合は� 
+ ����� � �		となったので約 ��万
次元まで精度保証ができることが推測できた�

��



「雑音除去フィルタリング」の実験では-表 *���,のように今回使用したサンプ

ルでは次元数を上げる-つまりサンプリングデータ数を増やしてもあまり精度の上

昇は見られなかった�しかし-表 *���,のように分割数を増やし取得データの間隔を

狭めることにより-フィルタリングの精度を上昇させられることが確認できた�ま

た�������行列の性質を用いたことで-大規模な問題にも対応できることが示され

た�ここで-分割数を ���にした時と ���にした時とで 9�
� や ��� ���の値に変化

が見られなくなったが-これは分割数を大きくしすぎたため-サンプリングデータ

をグラフにするとどちらも同じような形（直線）になるので-それ以上の計算精度

が得られなくなってしまったものと考えられる�

��� 今後の課題

節 *���,にて検証した通り-�������行列を扱う上で �万次元程度の行列までは精

度保証ができることが推測された�ただ-現時点ではそのような大規模行列の精度

保証をするために莫大な時間がかかり-精度保証の高速化が望まれるところである�

この精度保証を行うための計算量を&*��,から&*��,に落として-大規模連立一次

方程式の近似解に対して-数倍程度の手間で実行できるようにすることが目標であ

り今後の課題となる�これにより-さらに大規模な連立一次方程式の精度保証を少

ない実行時間で行うことができるであろう�
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